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第零章 吐 (qian) 槽 (yan)

这是我在离高考还有三个月的时候作死写出来的一些东西，本来是为了给同学讲故事而准备的，

对以后几届数学、物理竞赛和自主招生的同学应该也有用，现在发布在网上。

我希望把数学和物理书上晦涩难懂的内容用人话重新讲一遍，让同学们看了之后就能拿去干

活。这些东西主要分为数学基础，物理基础，高考范围内的一些黑科技，以及高考更加不可能考的

东西。很多地方没有严谨的数学证明，或者是强行猜出来的，欢迎学数学的小伙伴来打我。

这些东西的难度有很大跨度，你可以挑自己看得懂的部分看，看不懂也不用背下来。正常情况

下每章大概 10 到 30 分钟看完，学 (sang) 有 (xin) 余 (bing) 力 (kuang) 的同学还可以参考其他书。
这样的字体（以及括号里的内容）表示看起来很厉害，但是不用管它的东西。

这些东西不能代替课本和教辅书，只能作为补充，特别是练习题要从其他地方找，有些东西刷

了足够多的题才能理解。文中的练习不多，建议把每个式子看完之后自己推导一遍。

因为篇幅原因，这里没有积分表、公式表、常数表之类的东西，你可以去查其他书和网站。

文章使用 XeLaTeX 排版，有些插图会乱跑，而且会出现很多空白页和页边，可以拿去打草稿
或者召唤英灵费马（你应该知道怎么在电子书上面打草稿）。部分插图使用 Mathematica 绘制。
目前我不打算出版纸质书。如果要打印建议双面打印。转载请注明版权，请勿用于商业用途。

文章会不定期更新，之前发布的内容可能会随时修改。（← 你信吗）
Github 主页：https://github.com/woct0rdho/project-asteria
备用地址：https://mega.nz/#F!dIM2AY5D!u2FKDMgruY9l6l8znshkfw
如果发现错误或者有建议，欢迎与我联系：mailto://woctordho@outlook.com
啊。。好像跟周杰伦的专辑撞上了

https://github.com/woct0rdho/project-asteria
https://mega.nz/#F!dIM2AY5D!u2FKDMgruY9l6l8znshkfw
mailto://woctordho@outlook.com
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第一章 微积分

“我只能带你到这扇门，你必须自己走进去。”

——墨菲斯，尼布甲尼撒号船长

1.1 总是要从求导开始讲的

话说在牛顿的时代，大家都喜欢求函数的切线。直觉告诉我们，先画出函数 f(x) 的图像，然

后找一个点 (x0, f(x0))，我们可以作一条直线，刚好在这个点上与函数图像相交，而且附近没有第

二个交点，如图1.1。（注意这个点附近没有第二个交点，别的地方还有交点我们不管）

图 1.1: 一张灵魂插图

但是怎么确定这条直线的斜率呢？如果真的只有 x0 这一个点的话，这条直线是不能确定的，因

为两个点才能确定一条直线。但是可以在它旁边再取一个点，然后画一条直线，如图1.2。

图 1.2: 每张图下面都有标题是一个好习惯

这条直线的斜率就是 ∆f
∆x

= f(x0+∆x)−f(x0)
∆x

。∆x是一个无穷小的东西，但是它又不是 0，因为它

要出现在分母上。至于无穷小到底是什么意思，有兴趣的同学可以去看高数书上关于极限的内容。
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举个栗子：如果 f(x) = x2，那么

f(x0 +∆x)− f(x0)
∆x

=
(x0 +∆x)2 − x20

∆x

=
x20 + 2x0∆x+∆x2 − x20

∆x

=
2x0∆x+∆x2

∆x

上面这些都是初中就会的东西。然而这时候牛顿干了一件脑洞大开的事情，他说：既然 ∆x 是

一个无穷小的东西，那么 ∆x2 肯定比 ∆x 还小，我们可以不管它。于是上面的式子变成了

2x0∆x+∆x2

∆x

=
2x0∆x

∆x

= 2x0

也就是说 d
dxx

2 = 2x。这里 d
dx 表示对 x 求导，然而高中数学课本上把它写成 f ′(x)。

这里有几个名称上的问题需要注意：求导是一个把函数 f(x) 变成另一个函数 f ′(x) 的操作，

f(x)叫作原函数，f ′(x)叫作导函数，简称导数。x = x0 时，f(x)的函数值为 f(x0)，导数为 f ′(x0)，

也可以写成 d
dxf(x)|x=x0

，比如 d
dxx

2|x=3 = 6。

1.2 幂函数的导数

再试一下 f(x) = x3 的导数：

(x0 +∆x)3 − x30
∆x

=
x30 + 3x20∆x+ 3x0∆x

2 +∆x3 − x30
∆x

=
3x20∆x+ 3x0∆x

2 +∆x3

∆x

=
3x20∆x

∆x

= 3x20

也就是说 d
dxx

3 = 3x2。

再举一个平凡的例子：如果 f(x) = 1，那么 f(x) 的图像就是一条横线，显然 f ′(x) = 0。（平

凡的例子有时候很好用）

现在可以猜：对任何正整数 n， d
dxx

n = nxn−1。事实上对任何实数 n（包括负数、分数甚至无

理数），这句话都是对的，前提是 xn 有定义，当然 −1 1
2 之类的东西在实数范围里是没有定义的。目

前这句话是猜出来的，稍微严格一些的证明待会再讲。

但是！有一个特殊情况需要注意。n = 0 时，按照上式， d
dxx

0 = 0 · x−1 = 0。这么说有一定道

理，但是严格来说 f ′(x) = 0 和 f ′(x) = 0 · x−1 的定义域是不一样的。

那么什么东西的导数是 1 · x−1 呢？高中课本告诉我们是 lnx，但是这件事情也要待会再讲。
【练习】求证 d

dxx
−1 = −1 · x−2，如果能算出来那么之前的东西应该都懂了。
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1.3 导数与加、减、乘法

d
dx(f + g) = df

dx + dg
dx，这应该很符合直觉。

既然我们知道负数，那么减法就是加法！减法就是加法！！减法就是加法！！！

在上式中令 f = g，则 d
dx(2f) =

d
dx(f + f) = 2df

dx。仍然可以猜：
d

dx(cf) = cdf
dx，c 是任何实数。

（再次强调，把正整数改成实数就是为了包含负数、分数和无理数，而 0 经常成为一个特殊情

况）（诶我这算是把实数理论讲完了吗）

这两个公式说明，求导这个操作是一个线性算符。

（所谓算符就是一种操作，它把一个函数变成另外一个函数，有些地方翻译成算子。线性算符就

是满足 L(af + bg) = aL(f) + bL(g) 的算符，其中 a, b 是实数，f, g 是函数）

举个栗子， d
dx(2x

3 + 3x2 + 4x+ 5) = 6x2 + 6x+ 4，熟练之后这种多项式求导就可以口算了。

两个函数乘起来之后求导就会麻烦一些。可以想象一个长方形，它的一边长是 f(x)，另一边长

是 g(x)，面积 S(x) = f(x) · g(x)。现在把两边分别增加 ∆f 和 ∆g，如图1.3。

图 1.3: 长方形的面积改变了多少呢？

∆S = ∆f · g + f ·∆g +∆f ·∆g，然而 ∆f ·∆g 比 ∆f · g 和 f ·∆g 更小，所以就不管它了。
也就是说， d

dx(f · g) =
df
dx · g + f · dg

dx。为了装逼，有些地方把这个公式叫作莱布尼兹律。如果

g(x) 是常数 c，这个公式就是上面乘 c 的公式。

同样我们知道，除法就是乘法！除法就是乘法！！除法就是乘法！！！但是两个函数相除的导数

要待会再讲。

1.4 ex 与它的导数；e 到底是什么东西

有没有一个函数的导数是它自己呢？常函数 f(x) = 0 显然是这样的函数。幂函数不是这样的

函数，因为求导之后幂指数要 −1。但是把无穷多个幂函数加起来，就可以构造出这样的函数。
【练习】你可以自己先想一想怎么构造，跟无穷等比数列求和的方法差不多。

比如这个函数：（exp 是函数的名字，表示 exponent，跟 sin 一样）

expx =

∞∑
n=0

xn

n!

首先，看到求和号，不要怕，不要怕，不要怕。

这是无穷多个幂函数求和，但是结果并不是无穷大，而是一个有限的数。可以简单判断一下：

每一项的分子是 xn，分母是 n!，当 n 很大时，n!≫ xn，每一项都趋于 0，求和之后确实是一个有

限的数。

（“n 很大”指的是 n≫ x，大家遇到“很大”“很小”的时候要想清楚谁远大于谁。）
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如果把它一项一项写出来就是 1 + x+ 1
2
x2 + 1

6
x3 + . . .，然后求导，可以发现导数真的跟原函

数一样。

但是有一个问题：如果原函数 ×2，那么导数也会 ×2。如果一个函数满足“导数是它自己”这
个要求，那么 ×2 之后的函数也满足。上面这个 expx 的方便之处就在于 exp 0 = 1，所以大家都喜

欢用它。可以证明，满足导数是它自己且 f(0) = 1 这两个要求的函数有且只有这一个。（这是微分

方程的事情，更严格的证明要等到函数空间）

exp 1 是一个数学中经常会遇到的数，我们把它叫作 e，这就是高中课本中的 e ≈ 2.718 . . .。

有兴趣的同学可以用二项式的一些性质证明 expx · exp y = exp(x+ y)。以后还可以证明，对任

何实数 c，(expx)c = exp(cx)。这就是指数函数满足的两条性质，所以对任何实数 x，expx = ex，
它就是大家都知道的以 e 为底的指数函数。
有些地方会用另一个极限来定义 e，而这里的定义是从“导数是它自己”这个要求出发的，看

起来比较有道理。

1.5 多元函数求导；复合函数求导；导数与除法；指数函数的导数

如果函数 f(x, y) 与自变量 x 和 y 有关（注意现在 x 与 y 无关，或者说我们故意不管 x 与 y

的关系），可以单独对 x 或者 y 求导，只要把其他自变量当作常数就行了。比如 d
dxx

2y3 = 2xy3，而
d

dyx
2y3 = 3x2y2。

d
dxf(x, y) 有时候会写成

∂
∂x
f(x, y)，来强调这是对多元函数求导。∂ 称为偏微分算符，其实它

和微分算符 d 没有什么区别。
（∂ 读作 partial，但是很多中国人也会读作偏）
如果对 f(g(x)) 这样的复合函数求导，可以把 df

dx 拆开来变成
df
dg ·

dg
dx。比如：

（诶为什么 f 一会在 d
dx 上面一会在

d
dx 右边呢？这只是书写的习惯问题，意思是一样的）

d
dx ln 1

x

=
d ln 1

x

d 1
x

·
d 1

x

dx

（把 ln 1
x
对“ 1

x
”求导，而不是对 x 求导）

=
1
1
x

· − 1

x2

= − 1

x

刚才说过，除法就是乘法。先推导 d
dx

1
g(x)

=
d 1

g(x)

dg(x) ·
dg(x)

dx = −
d

dx g(x)

g2(x)
，然后就能得到导数的除法

公式 d
dx

f(x)
g(x)

= d
dx(f(x) ·

1
g(x)

) =
df
dx ·g−f · dg

dx

g2(x)
。（注意哪个正哪个负！）

按照复合函数求导公式，与 x相乘的系数在求导的时候可以提到前面，比如 d
dxekx = dekx

dkx ·
dkx
dx =

kekx。
如果是一般的指数函数， d

dxa
x = d

dx(eln a)x = d
dxeln a·x = ln a · ax。

1.6 反函数求导；对数函数的导数；填上幂函数的坑

如果知道 y = f(x) 以及它的导数 dy
dx = d

dxf(x)，而 x 可以用反函数 x = g(y) 表示出来，那么
dx
dy 可以直接用

1
dy
dx

表示出来。（我不喜欢 f−1(y) 这种写法，会与 f2(y) 的意思搞混）
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比如 y = expx，x = ln y，我们已经知道 dy
dx = expx，那么

dx
dy =

1
dy
dx

=
1

expx

=
1

y

也就是说 d
dy ln y = 1

y
。

如果是一般的对数函数， d
dx loga x = d

dx
ln x
ln a

= 1
ln a
· 1
x
= 1

x ln a
。

刚才猜出来，对任何实数 n， d
dxx

n = nxn−1。现在证明： d
dxx

n = d
dx(eln x)n = d

dxen ln x =

nen ln x · 1
x
= nxn−1。

1.7 三角函数、反三角函数的导数

首先高中物理课本有这样一句话：x（弧度）很小的时候，sinx = x。

（高中里定义三角函数用的是几何方法：如果直角三角形斜边长为 1，一个角为 x，那么对边为

sinx。和差化积之类的公式也是用几何方法证明的，所以现在看起来不够严谨。刚才用级数定义了
指数函数，以后还可以用 exp ix = cosx+ i sinx 来定义三角函数。）
我们来看 sinx 的导数：

sin(x0 +∆x)− sinx0

= 2 cos 2x0 +∆x

2
sin ∆x

2

= 2 cos 2x0
2
· ∆x

2

= cosx0 ·∆x

所以 d
dx sinx = cosx。

【练习】证明 d
dx cosx = − sinx， d

dx tanx = 1
cos2 x

（用导数的除法公式）。

三角函数有很方便的性质： d2

dx2 sinx = − sinx， d2

dx2 cosx = − cosx。（ d2

dx2 表示对 x 求两次导）

设 y = sinx，x = arcsin y，然后来看 arcsin y 的导数：

dx
dy =

1
dy
dx

=
1

cosx
=

1√
1− y2

所以 d
dx arcsin y = 1√

1−y2
。

【练习】证明 d
dx arccosx = − 1√

1−x2，
d

dx arctanx = 1
1+x2（需要一些三角变形）。

1.8 对方程求导；曲线的切线

如果把方程的两边对同一个自变量求导，方程仍然成立。
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举个栗子：求 xx 的导数。诶这个东西不是幂函数也不是指数函数，怎么办？可以解方程：

y = xx

（既然有指数，可以两边取对数试试看）

ln y = x lnx
1

y
· dy

dx = lnx+ 1

（注意两边都是对 x 求导，如果左边对 y 求导右边对 x 求导就错了）

dy
dx = y(lnx+ 1)

= xx(lnx+ 1)

这个方法可以求平面内任意曲线（不一定是函数图像）的切线。比如有一个椭圆 x2

a2 + y2

b2
= 1，

上面有一个点 (x0, y0)，容易算出 y0 = ±b ·
√

1− x2

a2。可以用黑科技求出过这个点的切线斜率，而

不用设直线算 ∆ 之类的：

x2

a2
+
y2

b2
= 1

2x

a2
+

2y

b2
· dy

dx = 0

（注意 y 与 x 有关，而 a 和 b 是常数）

dy
dx = − b

2x

a2y

= ± bx0

a
√
a2 − x20

这个斜率前面有 ±，因为现在把它表示成 x0 的函数，而一个 x0 对应椭圆上的两个点，所以有

两条切线，到底是哪一条要看情况判断。

1.9 什么样的函数是可以求导的

到这里为止我们已经可以动手算很多导数了，但是有的函数在某些点根本就不能求导，这种情

况在高中是大家都不关心的，但是我们要留个心眼。

常见的人畜无害的函数有幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数，以及它们经

过有限次加、乘、复合构成的函数，它们叫作初等函数。初等函数在它们的定义域内都是可以求导

的。（无限次复合就会出现奇怪的事情，现在不去管它）

一个函数要求导，首先要求它的图像是连续的，在断掉（比如某些高中数学老师拍脑袋想出来

恶心别人的分段函数）的点是不行的，爆掉（趋于 +∞ 或 −∞，英文就是 blow up）的点也是不行
的，如图1.4。
如果分段函数的图像没有断掉，可以算一下两边的导数，如果不同，那么在分割点就不能求导；

如果相同，那么分割点的导数就是它了。
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图 1.4: 画图记得原点和坐标轴的名字

比如绝对值函数 f(x) = |x|，左边的导数是 −1，右边的导数是 +1，两边不同，那么 x = 0 时

就不能求导。而两边导数相同的函数比如（灵魂画师表示懒得画图了，大家自己画吧）

f(x) =

2x, x ≤ 1

x2 + 1, x > 1

那么 d
dxf(x)|x=1 = 2。

狄利克雷曾经构造出了处处不连续的函数，而魏尔斯特拉斯构造出了更加丧心病狂的处处连续

但不可导的函数。

1.10 积分就是导数的逆运算

把这节的标题读一遍，然后就讲完了。各种奇怪的换元等到要用的时候再讲。如果你对微积分

还不熟悉，要注意不定积分和定积分的关系、积分常数，还可以去高数书上看看分部积分法。

悲剧的是，不是所有初等函数的积分都可以算出来（用初等函数表示），比如 e−x2

、 sin x
x
的积

分都是算不出来的。

【练习】自己写一遍幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数的导数和积分表。

1.11 睡前小故事：
√
−1 与 1

0

在实数范围内，
√
−1 是不存在的。然而我们硬要定义 i =

√
−1（的一个值），于是就有了复数。

那么能不能定义一个 j = 1
0
呢？硬要定义的话确实可以，但是这样一来世界上就只剩下一个实数了，

我们觉得这样做很不好。

诶这是什么情况？首先来整理一下，实数满足这样几条公理（这里列出的不全，但是够用了）：

1. 存在一种运算叫加法，它把两个实数变成一个实数。（不要小看关于存在性的公理！迟早有一
天我们会被存在性坑一发！）

2. (a+ b) + c = a+ (b+ c)。（加法结合律）

3. a+ b = b+ a。（加法交换律，以后会发现很多时候结合律比交换律更重要）

4. 存在一个实数叫 0，使得对任何实数 a，a+ 0 = a。

5. 存在一种运算叫减法，它是加法的逆运算，也就是说对任何实数 a，a− a = 0。

6. 存在一种运算叫乘法，它把两个实数变成一个实数。
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7. (a · b) · c = a · (b · c)。（乘法结合律）

8. a · b = b · a。（乘法交换律）

9. 存在一个实数叫 1，使得对任何实数 a，a · 1 = a。

10. 存在一种运算叫除法，它是乘法的逆运算，也就是说对任何不为 0 的实数 a，a
a
= 1。（“不为

0”意味着 0 和 1 的地位不一样，加法和乘法的地位也不一样）

11. 乘法分配律。（这是加法和乘法另一个不一样的地方）

而等号满足这样几条公理：

1. a = a。

2. 如果 a = b，那么 b = a。

3. 如果 a = b，b = c，那么 a = c。

诶你怎么还没睡着？所谓公理就是这些看起来像废话的东西，但是所有的证明必须严格按照它

们来推导。比如证明任何一个实数乘 0 等于 0：

a · b = a · b

a · (b+ 0) = a · b

a · b+ a · 0 = a · b

a · 0 = 0

这件事情符合我们的直觉，而公理也保证了这件事情的严谨性。如果定义一个 i，这几条公理
仍然是满足的，所以大家觉得这件事情很好。

但是！如果定义一个 j，这几条公理就会出问题，因为它在直接挑战 0 和 1 的地位。

既然定义了 j，那么除法的定义里的“不为 0”应该去掉。然后按上面的公理来推导：

0 · j = 1

a · (0 · j) = a · 1

(a · 0) · j = a · 1

0 · j = a

同理可得 0 · j = b，所以 a = b。也就是说，世界上只剩下一个实数了。如果硬要让 a ̸= b，那

么乘法结合律、乘法分配律或者等号满足的公理就会出问题，那就更不好了。
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第二章 复变函数与级数

学习复变函数之前要大喊三声：变变变！

2.1 用级数定义一些函数

什么是复数应该不用我说了。但是你能说清楚 2 的 i 次方是什么意思吗？如果说 i 个 2 相乘就

很难理解。现在重新定义一下以前学过的函数，让它们在复数范围内也能用，这些工作叫作解析延

拓。

前面用级数定义了 expx =
∑∞

n=0
1
n!
xn = 1+x+ 1

2
x2 + 1

6
x3 + . . .。不管 x 是实数还是复数，这

样的定义都能用。

借助欧拉公式 exp ix = cosx+ i sinx就能定义 sinx和 cosx。把 exp ix打开得到 1+ ix− 1
2
x2−

1
6
ix3 + 1

24
x4 + 1

120
ix5 − . . .，然后把实部和虚部分开，得到

sinx =

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
x2n+1 = x− 1

6
x3 +

1

120
x5 + . . .

cosx =

∞∑
n=0

1

(2n)!
x2n = 1− 1

2
x2 +

1

24
x4 + . . .

可以看出 sinx 是奇函数，cosx 是偶函数。为了产生波浪的形状，它们的各项系数是一正一
负的。直接求导会发现 d

dx sinx = cosx， d
dx cosx = − sinx。有兴趣的同学经过一通暴算还会发现

sin2 x+ cos2 x = 1。

但是用级数定义三角函数也有不方便的地方，比如一眼看不出来 sinπ = 0（这件事情的证明要

等到傅立叶级数），所以有时候我们也会用到几何定义。如果 x 是复数，sinx 和 cosx 的几何意义
比较难理解，现在我们只要知道它们是级数就行了。

然后可以定义 lnx：如果 expx = y，那么 ln y = x。但是奇怪的事情出现了：我们已经知道

exp 2πi = 1，那么 ln exp 2πi = ln 1，2πi = 0？

事实上，不同的 x 可以有相同的 expx，所以 expx 的反函数不是单值的，跟反三角函数会出
现的问题一样。多值函数的事情以后再讲，现在可以定义：如果 Imx ∈ [0, 2π) 且 expx = y，那么

ln y = x。（Imx 表示 x 的虚部）

现在任何非零复数的对数都有定义，然后可以定义一般的幂运算：(a+bi)c+di = (eln(a+bi))c+di =

exp((c+ di) ln(a+ bi))（要求 a+ bi ̸= 0）。这样一来，任何非零复数的复数次方都有了定义，然而

零仍然是一个麻烦的问题。

还要注意一下，前面讲的求导和积分都是在一维的情况下的，现在自变量可以在二维的复平面

上移动，求导和积分的几何意义都有一些变化，但是之前的公式仍然可以套上去。

2.2 三角函数的指数形式；双曲函数

sinx 和 cosx 可以用 expx 表示出来：

sinx =
1

2i(e
ix − e−ix) cosx =

1

2
(eix + e−ix)
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虽然公式中出现了复数，但最后的结果一定是实数。如果把 i 去掉，可以定义：

sinhx =
1

2
(ex − e−x) coshx =

1

2
(ex + e−x)

它们叫作双曲正弦和双曲余弦函数，多出来的 h 表示双曲（hyperbolic）。这就是传说中高中老
师不讲，大学老师以为讲过的东西。容易证明以下的关系：（你应该可以口算）

sinhx = −i sin ix coshx = cos ix

sinx = −i sinh ix cosx = cosh ix
d

dx sinhx = coshx d
dx coshx = sinhx

cosh2 x− sinh2 x = 1

还可以定义双曲正切函数 tanhx = sinh x
cosh x

= ex−e−x

ex+e−x，可以写成
1
2

tanh x
2
= 1

2
− 1

ex+1
。这是一个

奇函数，高考数学里好像经常出现这个，以后讲统计力学的时候还会遇到它。

2.3 关于三角函数的一些黑科技

把三角函数表示成指数可以方便地推导积化和差公式：

cos a cos b

=
1

4
(eia + e−ia)(eib + e−ib)

=
1

4
(ei(a+b) + ei(−a+b) + ei(a−b) + ei(−a−b))

=
1

2
(cos(a+ b) + cos(a− b))

【练习】证明 sin a sin b = 1
2
(− cos(a+ b) + cos(a− b))。

还可以用来计算一些积分：
�

eax sin bx dx

=
1

2i

�
eax(eibx + e−ibx) dx

=
1

2i

�
(e(a+ib)x + e(a−ib)x) dx

=
1

2i(
e(a+ib)x

(a+ ib) +
e(a−ib)x

(a− ib)) + C

（经过一坨暴算）

=
eax(a sin bx− b cos bx)

a2 + b2
+ C

【练习】证明
�

eax cos bx dx = eax(a cos bx+b sin bx)
a2+b2

+ C。

证明
�

cos ax cos bx dx = sin(a+b)x
2(a+b)

+ sin(a−b)x
2(a−b)

+C，想一想需要讨论的特殊情况，以及

它们的几何或者物理意义。
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如果要对三角函数求和，可以先对指数函数求和，再把指数函数表示成三角函数：

n∑
k=1

eikx = eix + e2ix + e3ix + · · ·+ enix

=
eix − e(n+1)ix

1− eix

=
cosx+ i sinx− cos(n+ 1)x− i sin(n+ 1)x

1− cosx− i sinx

（经过一坨暴算）

=
sin nx

2
cos (n+1)x

2

sin x
2

+ i
sin nx

2
sin (n+1)x

2

sin x
2

把实部和虚部分开，得到

n∑
k=1

cos kx =
sin nx

2
cos (n+1)x

2

sin x
2

n∑
k=1

sin kx =
sin nx

2
sin (n+1)x

2

sin x
2

2.4 反双曲函数与反三角函数

双曲函数的定义式可以化成关于 ex 的二次方程，然后可以把它们的反函数解出来：

arsinhx = ln(x+
√
x2 + 1) arcoshx = ± ln(x+

√
x2 − 1)

这里的 ar 的意思不是弧（arc），而是面积（area）。sinhx 是奇函数，因此它的反函数也是奇
函数，高考数学里好像也会出现这个。coshx 是偶函数，因此它的反函数前面有 ±。
反三角函数可以表示成同样的形式（在合适的值域下）：

arcsinx = −i ln(ix+
√
−x2 + 1) arccosx = ±i ln(ix+

√
−x2 − 1)

【练习】证明 arcsin 1
2
= π

6
。

2.5 泰勒级数

前面把 expx、sinx 和 cosx 用（指数是正整数的）多项式表示了出来，但是 lnx 不能用多项
式表示出来，因为没有哪个多项式在 x = 0 时爆掉。

在 x = 1 附近 lnx 就不会爆掉，而且可以求任意多次导，这样的性质跟多项式一样，因此可以
用多项式近似地表示出 ln(1+ x)。这里的“近似”指的是：找到这样一个多项式 T (x) = a0 + a1x+
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a2x
2 + . . .，使得它在 x = 0 处的值和任意阶导数都与 ln(1 + x) 相等。

ln(1 + x)|x=0 = 0

d
dx ln(1 + x) =

1

1 + x

d
dx ln(1 + x)|x=0 = 1

d2

dx2 ln(1 + x) = − 1

(1 + x)2
d2

dx2 ln(1 + x)|x=0 = −1

d3

dx3 ln(1 + x) =
2

(1 + x)3
d3

dx3 ln(1 + x)|x=0 = 2

. . .

dn

dxn ln(1 + x) = (−1)n−1 (n− 1)!

(1 + x)n
dn

dxn ln(1 + x)|x=0 = (−1)n−1(n− 1)!

（看起来计算量很大是不是？就是这样）

如果 T (x) =
∑∞

n=1(−1)n+1 1
n
xn = x − 1

2
x2 + 1

3
x3 − . . .，对它求导就会发现它满足“x = 0 处

的值和任意阶导数都与 ln(1 + x) 相等”这个条件。这样的多项式叫作泰勒级数。

函数 f(x) 的泰勒级数可以表示为
∑∞

n=1
1
n!
f (n)(0)xn，其中 f (n)(x) 表示 f(x) 的 n 阶导数。当

然泰勒级数存在的前提是这些导数都存在（也就是说 f(x) 是光滑的）。

lnx 的增长速度比任何多项式都慢，所以各项系数是一正一负的。而 expx 的增长速度比任何
多项式都快，所以各项系数都是正的。

但是！lnx 的泰勒级数的收敛性没有那么容易证明。x = −1 时，T (x) = 1 + 1
2
x2 + 1

3
x3 + . . .，

你应该听说过这个级数是发散的。而 x = −1 时，ln(1 + x) 确实爆掉了。

对于初等函数，泰勒级数的收敛性可以这样判断：在复平面上画出所有爆掉的点，找到离原点

最近的点，以它到原点的距离为半径画一个圆，在圆内泰勒级数一定收敛，并且等于原来的函数，

在圆外一定发散，在圆上则不一定。

泰勒级数把任何函数表示成多项式，这样会对一些计算带来方便。除了泰勒级数，还有很多有

用的级数，比如洛朗级数、傅立叶级数、勒让德级数等等，它们把原来的函数表示成不同的形式，以

后会慢慢讲。

【练习】求 1
1+x
和 1

(1+x)2
的泰勒级数。

2.6 小量近似

如果不关心泰勒级数前面的系数，可以直接写成 f(x) =
∑∞

n=1 anx
n = a0 + a1x + a2x

2 + . . .。

|x| ≪ 1 时，可以把 x2 以及更高阶的项都忽略，只剩下 a0 + a1x，或者写成 a0(1 + kx)。所以我们

经常用到 sinx = x，cosx = 1− 1
2
x2 等等。

研究物理问题时经常从最低阶近似开始研究，它往往就是问题中最重要的东西，“真空中的球

形鸡”就是这么来的。但是一阶项为 0 时，就要研究二阶项，甚至更高阶的项。比如 cosx 是偶函
数，它的一阶项为 0，而二阶项是 − 1

2
x2。

小量运算中最重要的公式就是 (1 + x)n = 1 + nx。举个栗子：

tanhx =
ex − e−x

ex + e−x

=
(1 + x)− (1− x)
(1 + x) + (1− x)

= x



第二章 复变函数与级数 16

所以 x 很小时 tanhx = x。还可以发现 x 很大时 tanhx = 1。如果你做实验发现一个 y 在 x

很小时与 x 成正比，而 x 很大时趋于不变，那么 tanhx 可以在中间作为一个平滑的过渡，这种方
法称为内插法。当年普朗克发现黑体辐射的公式，就是对适用于短波的维恩公式和适用于长波的瑞

利-金斯公式进行了内插，并且发现这样做的物理意义是能量的量子化。内插法以后应该会专门讲。
arctanx 具有类似的性质，在 x 很小时等于 x，x 很大时等于 π

2
。

把 tanhx 展开到更高阶会怎么样呢？它是奇函数，所以二阶项为 0，现在来算三阶项：

tanhx =
ex − e−x

ex + e−x

=
(1 + x+ 1

2
x2 + 1

6
x3)− (1− x+ 1

2
x2 − 1

6
x3)

(1 + x+ 1
2
x2 + 1

6
x3) + (1− x+ 1

2
x2 − 1

6
x3)

=
x+ 1

6
x3

1 + 1
2
x2

现在要把分母翻上来，因为要算的是 x 的三阶项，所以所有中间过程必须保留到 x 的三阶

项。可以先算出 (1 + t)−1 = 1 − t（t2 超过 x 的三阶，不用算了），然后代入 t = 1
2
x2，得到

(1 + 1
2
x2)−1 = 1− 1

2
x2。

tanhx = (x+
1

6
x3)(1− 1

2
x2)

= x+
1

6
x3 − 1

2
x3

= x− 1

3
x3

这样就得到了比 tanhx = x 更准确一些的近似。

2.7 复合函数的泰勒级数

如果要计算 f(g(x))在 0附近的泰勒级数，先把 g(x)在 0附近的泰勒级数算出来，再代入 f(y)

在 g(0) 附近的泰勒级数就行了。

比如计算 exp sinx 的泰勒级数，保留到三阶。在 0 附近，sinx = x− 1
6
x3。而 sin 0 刚好是 0，

在 0 附近，exp y = 1 + y + 1
2
y2 + 1

6
y3，所以

exp sinx = 1 + (x− 1

6
x3) +

1

2
(x− 1

6
x3)2 +

1

6
(x− 1

6
x3)3

= 1 + (x− 1

6
x3) +

1

2
x2 +

1

6
x3

（括号里的东西只要保留到三阶）

= 1 + x+
1

2
x2

三阶项刚好消掉了。有兴趣的同学如果继续算，会发现下一项到八阶的时候才不为 0。
要注意的是，如果 g(0) ̸= 0，f(y) 在 g(0) 附近的泰勒级数就没有这么容易计算。

【练习】求 exp ln(1 + x) 的泰勒级数，保留到三阶。结果当然是 1 + x。

2.8 算符级数；位移算符 ea d
dx

把一个函数表示成级数之后，可以把它的自变量换成一些奇怪的东西，比如 d
dx 之类的算符。
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比如 ea d
dx 的级数展开是

ea d
dx =

∞∑
n=0

1

n!
an

dn

dxn = 1 + a
d

dx +
1

2
a2

d2

dx2 +
1

6
a3

d3

dx3 + . . .

你可能看不出来 d
dx 放在指数上是什么意思，但是在它的右边“乘”上一个函数 f(x)，它就可

以把 f(x) 变成另一个函数：

ea d
dx f(x) =

∞∑
n=0

1

n!
an

dn

dxn f(x) = 1 + a
d

dxf(x) +
1

2
a2

d2

dx2 f(x) +
1

6
a3

d3

dx3 f(x) + . . .

事实上，如果 f(x)（在某个定义域内）是光滑的，那么 ea d
dx f(x) = f(x+ a)。

ea d
dx 是一个线性算符，把 f(x) 展开成 a0 + a1x+ a2x

2 + . . .，可以分开来算 ea d
dx 对它们的作

用。比如算 x2 这一项：

ea d
dxx2 = 1 + a

d
dxx

2 +
1

2
a2

d2

dx2x
2

= 1 + 2ax+ a2

= (x+ a)2

利用二项式的公式可以证明，对所有正整数 n，ea d
dxxn = (x + a)n，合起来就是 ea d

dx f(x) =

f(x+ a)，相当于把 f(x) 的图像向左移动距离 a，所以它称为位移算符。

2.9 睡前小故事：n 次多项式有 n 个根

这件事情就是传说中的代数基本定理，现在我们要用一种炫酷的方法证明它。首先要知道，证

明 n次多项式有 n个根，只要证明有一个根就行了，然后把这个根通过因式分解分出来，剩下 n−1

次多项式，重复这个过程就可以找到 n 个根。

设多项式为 f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n，z 和 f(z) 都可以是复数，f(z) = 0 就是要让

Re f(z) = 0 且 Im f(z) = 0。

当 |z| 很大时，忽略低阶项，f(z) = anz
n。设 z = reiθ，那么 f(z) = anr

neinθ，Re f(z) = 0 就

是要让 nθ = (k + 1
2
)π，θ = ( k

n
+ 1

2n
)π。

θ ∈ [0, 2π)，那么 Re f(z) = 0 对应的就是 2n 条射线，同理 Im f(z) = 0 对应的是另外 2n 条

射线，n = 3 时如图2.1。

图 2.1: n = 3，|z| 很大时 Re f(z) = 0 和 Im f(z) = 0 的图像

其中红线为 Re f(z) = 0 的图像，蓝线为 Im f(z) = 0 的图像，黑圈里的情况现在还不知道，一

种可能的情况如图2.2，红线和蓝线的交点就是 f(z) = 0 的根。
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图 2.2: n = 3，|z| 不太大时 Re f(z) = 0 和 Im f(z) = 0 可能的图像

但是 f(z) 是一个光滑的函数，那么圈里的红线应该把圈外的红线两个一组相连，而且不会出

现三条线交叉在同一点的情况，否则就不光滑了。如果四条线交叉在同一点，我们可以把交叉点分

开，当作它们没有相交。蓝线也是这样。

于是“n 次多项式有 n 个根”这个问题被我们转化为了一道炫酷的奥数题：圆周上相间排列着

2n个红点和 2n个蓝点，用不相交的红线把红点两个一组相连，不相交的蓝线把蓝点两个一组相连，

求证红线和蓝线一定相交。用奇偶性很容易证明。

当然没有哪本高数书会讲这么炫酷的方法，我参考的是克莱因的《高观点下的初等数学》。
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第三章 微分方程

3.1 分离变量

首先什么是微分方程呢？如果我们不知道一个函数 y(x) 的表达式，但是知道 dy
dx 与 x、y 的一

些关系，然后就能把 y(x) 的表达式求出来，这样的方程就叫作微分方程。

举个栗子，一个地方的人口越多，人口增长得就越快。我们建立一个简单的模型，设人口为 y，

时间为 t，那么 dy
dt = ay，a 是一个比例系数。可以这样解这个方程：

dy
dt = ay

dy
y

= a dt

（现在 y 在方程的一边，t 在方程的另一边，这种方法叫做分离变量）

ln y = at+ C

（两边同时积分，本来都有积分常量，但是只要写一个 C，另一个可以移到对面）

y = exp(at+ C)

= y0 exp at

其中 y0 = expC，表示初始时的人口。如果初始时一个人都没有，以后当然不会有人出现。这
就是高中生物课本上的 J 形增长曲线，所以生物学中很多图的纵坐标是数量的对数。
【练习】S 形增长曲线满足 dy

dt = ay(K − y)，先猜一猜这个方程是什么意思，然后把它解出来。
只有 dy

dt = ay 是无法确定 y0 的，需要一个另外的条件才能确定，比如直接告诉你初始人口，也

可以是一年后的人口。但是只要有一个条件，其他时候的人口就确定了，如果有更多的条件，就有

可能自相矛盾（比如某些高中物理老师拍脑袋想出来的电磁感应题）。这种条件叫做边界条件。（有

些地方把边界条件叫作初始条件，我自己也分不清楚）

积分常量没有确定的时候，微分方程的解叫做通解，而积分常量确定之后，微分方程的解叫做

特解。上面这个方程中有 y 的一阶导数，所以叫做一阶微分方程。n 阶微分方程需要 n 次积分才能

解出来，通解有 n 个积分常量，需要 n 个边界条件才能确定特解。

话说有单位的东西叫作“量”，没有单位的东西叫作“数”，这件事情等到量纲分析再仔细讲。

悲剧的是，很多微分方程都是解不出来的（用初等函数表示）。就算能分离变量，接下来的积分

也不一定能积出来。能用分离变量法解出来的都是一些最简单的微分方程，但是一般够用了，复杂

的方法比如积分因子和花式换元法以后再讲。（← 有生之年）

3.2 线性常系数齐次微分方程；直接猜出解

把待求函数设为 y(x)，现在来看另一种简单的微分方程：

a0y + a1y
′ + a2y

′′ + · · ·+ any
(n) = 0
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线性在数学的不同领域中有不同的意思，在这里是指方程中 y 和它的各阶导数最多只有一次

项，而没有相乘的项，比如 y2, y′2, y · y′ 都不行。常系数指的是 y 和它的各阶导数不会和 x 相乘，

也就是说 a0, a1, a2 . . . 都是常量。齐次指的是方程右边为零。这些名字现在记不住也没关系，以后

会知道为什么这样的方程特别简单。

现在可以猜：y = eikx。这样 y′ = ikeikx = iky，y(n) = (ik)ny，这就是指数函数的好处。
代入方程得到 a0y + a1iky + a2(ik)2y + · · ·+ an(ik)ny = 0，约掉 y 得到 a0 + a1ik + a2(ik)2 +

· · ·+ an(ik)n = 0。这样就把关于 y 的微分方程转化为了关于 k 的代数方程。当然二次以上的代数

方程我们还是不能手算，所以接下来只考虑二阶以下的微分方程。

3.3 简谐振动；解的线性叠加

把待求函数设为 x(t)，然后来看这个方程：（有些地方用 ẋ 表示 dx
dt，但是写到黑板上会看不清）

x′′ + ω2
0x = 0

这就是简谐振动的微分方程。对于弹簧振子，ω2
0 = k

m
；对于单摆，ω2

0 = g
l
。

如果 x 是小球的位移，它应该是个实数，但是我们先允许它是复数，这样计算会方便一些。设

x = eiωt，用刚才的方法得到 −ω2 + ω2
0 = 0，ω = ±ω0。ω 有正负两个解，这是什么意思呢？

x = eiω0t 和 x = e−iω0t 确实都是方程的解，但是它们并不是通解。可以发现，如果两个函数

x1(t) 和 x2(t) 都是方程的解，而 A 和 B 是常量，那么 Ax1(t)+Bx2(t) 也是方程的解，你可以把它

们代入方程去验证。前面说过，求导是一个线性的操作，也就是说 d
dt(Ax1 +Bx2) = Adx1

dt +B dx2

dt 。

这个方程是二阶微分方程，因此通解应该有两个待定的常量。设 x = Aeiω0t +Be−iω0t，那么就

有了两个常量，这就是通解。

但是！到现在为止我们认为 x 是复数，而 x 的物理意义是小球的位移，它应该是个实数。这样

一看，A 和 B 是两个复的常量，相当于四个实的常量，需要四个实的边界条件才能确定。而我们知

道简谐振动的位移可以表示为 x = x0 sin(ωt+ ϕ)，只有 x0 和 ϕ0 两个常量。

好在“x 是实数”这一点本身就相当于两个限制条件。A 和 B 必须是共轭的（实部相同，虚部

相反），这样不管 eiω0t 是多少，x 都是实数。因此可以设 A = x0eiϕ0，B = x0e−iϕ0，于是我们得到

了 x = x0 sin(ωt+ ϕ)。

x0 和 ϕ0 需要用边界条件来确定。比如初始时位移为 0，速度为 v0，容易算出 x = v0
ω

sin(ωt)，
ϕ0 = 0，v = dx

dt = v0 cos(ωt)。

3.4 阻尼振动

如果在弹簧振子上加一个正比于速度的阻力 f = 2βmv，运动方程就是

x′′ + 2βx′ + ω2
0x = 0

这就是阻尼振动的微分方程。一阶项的常量上有一个 2 是为了方便。大小恒定方向可变的摩擦
力在数学上很难处理，但是正比于速度的阻力比较容易处理。

仍然猜 x = eiωt，用刚才的方法得到 −ω2 +2iβω+ω2
0 = 0。这个方程的解根据 ∆ = ω2

0 − β2 的

正负要分三种情况讨论：

β 比较小时，∆ > 0，ω = iβ ±
√
ω2
0 − β2。根据解的线性叠加可以得到 x = Aei(iβ+

√
ω2

0−β2)t +

Bei(iβ−
√

ω2
0−β2)t = x0e−βt sin(

√
ω2
0 − β2)t+ ϕ)。这种情况叫作欠阻尼，小球会来回振荡，振幅呈指

数衰减，如图3.1。
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图 3.1: 欠阻尼时的运动

β 比较大时，∆ < 0，ω = iβ± i
√
β2 − ω2

0。根据解的线性叠加可以得到 x = Aei(iβ+i
√

β2−ω2
0)t +

Bei(iβ−i
√

β2−ω2
0)t = Ae−(β+

√
β2−ω2

0)t+Be−(β−
√

β2−ω2
0)t。这种情况叫作过阻尼，小球的运动是两个指

数衰减的叠加，而 A 和 B 要求都是实数。

β 刚好不大不小时，∆ = 0，ω = iβ，这种情况叫作临界阻尼。奇怪的事情出现了：二阶微分方
程的通解必须有两个待定的常量，现在 ω 只有一个解，怎么办？

我们要把猜解的形式换一下：x = (A + Bt)e−βt，代入微分方程，经过一坨求导和合并同类项

得到 (A+Bt)e−βt(ω2
0 − β2) = 0，所以我们猜出来的这个解确实满足原方程，而且只有在临界阻尼

的情况下才能这么猜解。到这里为止这个方程就解完了。

如果 β = 0，那么欠阻尼和过阻尼的运动都会变成简谐振动，而临界阻尼的运动会变成匀速直

线运动。

要注意的是，指数衰减不能严格达到零，实际操作中一般认为小于一个很小的数（比如初始位

移的 1%）就算运动停止，而且实际上的阻力也不严格与速度成正比。
【练习】自己把这个方程解一遍，如果能解出来那么之前的东西应该都懂了。

3.5 受迫振动

如果在弹簧振子上再加一个外力 f(t) = ma0 sinωt，运动方程就是

x′′ + 2βx′ + ω2
0x = a0 sinωt

这是一个非齐次方程，也就是说它的右边是有东西的。非齐次方程的困难之处就在于，没有一

种通用的方法来猜解，需要根据方程右边的东西看着办。

通过物理实验我们已经知道，受迫振动的频率与外力相同，那么可以猜 x = A sinωt+B cosωt，
A,B 都是实常量。代入方程得到

−ω2A sinωt− ω2B cosωt+ 2βω(A cosωt−B sinωt) + ω2
0(A sinωt+B cosωt) = a0 sinωt

((ω2
0 − ω2)A− 2βωB) sinωt+ (2βωA+ (ω2 + ω2

0)B) cosωt = a0 sinωt(ω2
0 − ω2)A− 2βωB = a0

2βωA+ (ω2 + ω2
0)B = 0

解得 A =
(ω2

0−ω2)a0

(ω2
0−ω2)2+(2βω)2

，B = 2βωa0

(ω2
0−ω2)2+(2βω)2

，总振幅为
√
A2 +B2 = a0√

(ω2
0−ω2)2+(2βω)2

。根号

里是 ω 的二次函数，ω 略小于 ω0 时，振幅最大。相位的变化比较复杂，有 (mei) 兴 (shi) 趣 (gan)
的同学可以画个图。
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但是！我们怎么把常量 A 和 B 解出来了？这里的 A 和 B 并不是待定常量，我们解出的只是

一个特解，而不是通解。但是我们发现，如果 x1(t) 是非齐次方程 x′′ +2βx′ +ω2
0x = f(t) 的解，而

x2(t) 是对应的齐次方程 x′′ + 2βx′ + ω2
0x = 0 的解，那么 x1(t) + x2(t) 是这个非齐次方程的解。

所以把阻尼振动的通解加上去就是受迫振动的通解。阻尼振动的解会指数衰减，所以经过足够

长的时间之后就只剩下受迫振动的特解。

【练习】解方程 x′′ + 2βx′ + ω2
0x = b0e−λt，想一想应该猜什么样的解。

解方程 x′′ + 2βx′ + ω2
0x = a0 sinωt+ b0e−λt。真的要从头开始解一遍吗？

3.6 小球、磁场与弹簧

考虑这样一个问题：在平面内，一个小球质量为 m，带电 q，在一个匀强磁场 B 里，并且连着

一根弹簧，劲度系数为 k，忽略原长。把小球的坐标设为 (x, y)，并且设 z = x+ iy，小球的运动方
程可以写成

z′′ + 2iβz′ + ω2
0z = 0

其中 2β = Bq
m
，ω2

0 = k
m
。洛伦兹力的方向垂直于速度方向，所以 β 前面乘了一个 i。复数只要

用乘法就可以表示旋转，所以二维问题经常要旋转某个东西就可以考虑用复数。

按照阻尼振动的解法，这个方程的解是 z = Aei(−β+
√

β2+ω2
0)t +Bei(−β−

√
β2+ω2

0)t，其中 A 和 B

是复常量。也就是说，小球的运动是两个半径和角速度不同的圆周运动的叠加。

到现在为止讲的你可以当作全是扯蛋，至少没有哪个学校的自主招生会直接让你算微积分，但

是微积分作为一种处理问题的思想是需要掌握的，这样就不需要苦逼的微元法了。

3.7 睡前小故事：解方程有多复杂

二元一次方程组解起来很简单，三元一次方程组就比较困难了，四元以上的方程组如果暴算的

话一般是没有希望的，需要观察方程的特点才能解出来。我们可以想办法描述一下解方程的复杂程

度。考虑一个 n 元一次方程组：

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = c1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = c2

. . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = cn

假设你用一台很慢的电脑来解方程，它每秒可以算一次加法、减法、乘法或者除法。

首先用第一个方程表示出 x1：x1 = c1
a1
− a2

a1
x2 − a3

a1
x3 − · · · − an

a1
xn。每算一次

c1
a1
之类的系数

要 1 秒，总共要 n 秒。

然后把 x1 代入到第二个方程，这样 x2 的系数就变成了 −a21 a2

a1
+ a22，算一次乘法一次加法要

2 秒，算 n− 1 个 x 的系数要 2n− 2 秒。

把 x1 代入到后面的 n− 1 个方程里总共要 (2n− 2)(n− 1) = 2n2 − 4n+ 2 秒，加上前面的 n

秒是 2n2 − 3n+ 2 秒。这样 x1 就从整个方程组里消掉了，剩下 n− 1 元一次方程组。

这样的步骤要进行 n 次，总共需要
∑n

i=1(2i
2 − 3i+ 2) = 2

3
n3 − 1

2
n2 + 5

6
n 秒。现在终于解出了

一个 xn，然后要把它代到上面的式子里解出其他 x，但是先不管这个。

现在的电脑可以解成千上万个方程联立的方程组。当 n 很大的时候，可以不管一次和二次项，

甚至不管三次项的系数 2
3
，所以说 2

3
n3 − 1

2
n2 + 5

6
n 是一个复杂度为 O(n3) 的函数。
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举几个栗子，x3 + 2x2 + 3x 和 4x3 + 5
x
+ 6 sinx 都是 O(x3) 的函数。当 x 很大的时候，O(x3)

的增长速度远大于 O(n2)。

expx 的增长速度比任何 xa（a 为正数）都大，而 lnx 的增长速度比任何 xa 都小。xx 的增长

速度比 expx 还大。
复杂度理论可以帮我们优化做一些事情的方法。比如计算多项式 P (x) = a0+a1x+a2x

2+ · · ·+
anx

n，如果一项一项算，第一项是常数，第二项需要一次乘法，第三项需要两次乘法……最后一项

需要 n 次乘法，加起来需要 n 次加法，总共需要 1
2
n2 + 3

2
n 秒，复杂度为 O(n2)。

但是如果这样算：P (x) = a0 + x(a1 + x(a2 + . . . ))，那么只需要 2n 秒，复杂度为 O(n)。也就

是说，把 xa 记下来，下次要算 xa+1 只要乘一次 x，而不用从头开始乘。这种方法叫作秦九韶算法，

在国外则叫霍纳算法。

一件事情的复杂度是对给定的基本操作而言的，如果你有一台牛逼的电脑可以在一秒钟内算一

个多项式，那当我没说。
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第四章 线性代数

4.1 矩阵；矩阵的加法、减法、数乘

矩阵就是把一些东西排成方形，这些东西可以是实数，也可以是复数或者函数之类的。比如矩

阵 A =

[
1 2 3

4 5 6

]
，它有 2 行 3 列。我们用黑体字母表示矩阵。Aij 表示 i 行 j 列的元素，比如

A13 = 3，A22 = 5。有时候下标未知的 Aij 也可以表示整个矩阵。

行数与列数各自相同的矩阵可以加减，只要把对应的元素加减就行了。比如 B =

[
2 3 3

6 6 6

]
，

那么 A + B =

[
3 5 6

10 11 12

]
。

矩阵还可以与一个数（实数或复数）相乘，叫作数乘，只要把对应的元素与这个数相乘就行了。

比如 2A =

[
2 4 6

8 10 12

]
。一般把数写在矩阵的前面，中间不写 · 或 × 等符号。

矩阵还有一种运算叫作转置，就是把它沿着对角线翻过来，行变成列，列变成行。矩阵 A 的转

置用 AT 表示，AT
i,j = Aj,i。比如上面的 A =

[
1 2 3

4 5 6

]
，那么 AT =

1 4

2 5

3 6

。
矢量也是一种矩阵，它只有一行或者一列，一般用一列来表示，需要的时候可以转置。Ai 表示

矢量 A 的第 i 个元素。标量也是一种矩阵，它只有一行和一列。

4.2 矩阵乘法；坐标变换；爱因斯坦求和约定

矩阵和矩阵也可以相乘，但是要复杂一些。我们定义：如果 AB = C，那么 Cik =
∑

j AijBjk。

只有 A 的列数与 B 的行数相同才能相乘，求和的时候 j 的取值范围是 A 的列数，也是 B 的行数。

比如 A =

[
1 2

3 4

]
，B =

[
5 6

7 8

]
，那么 AB =

[
1× 5 + 2× 7 1× 6 + 2× 8

3× 5 + 4× 7 3× 6 + 4× 8

]
=

[
19 22

43 50

]
。

一般情况下矩阵乘法不满足交换律。比如 BA =

[
5× 1 + 6× 3 5× 2 + 6× 4

7× 1 + 8× 3 7× 2 + 8× 4

]
=

[
23 34

31 46

]
̸=

AB。如果行数和列数不合适，交换之后的矩阵乘法甚至可能没有意义。但是矩阵乘法满足结合律，
你可以自己验证这一点。

为什么会有这么奇怪的定义呢？先来看一个例子：如图4.1，在平面直角坐标系 O − x − y 中，
点 P 的坐标是 (xP , yP )。现在把点 P（注意不是坐标轴）绕 O 逆时针旋转角度 θ，得到点 P ′。容

易算出 xP ′ = xP cos θ − yP sin θ，yP ′ = xP sin θ + yP cos θ。

如果用矢量 P =

[
xp

yp

]
表示 P 的坐标，矩阵 R(θ) =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
表示旋转操作（它的元素

是 θ 的函数），那么 P 的坐标 P′ = R(θ)P，这样看起来就比较厉害。
【练习】证明 R(α)R(β) = R(α+ β)。
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图 4.1: 把 OP 转过去

矩阵不但可以表示旋转，还可以表示缩放。比如 S =

[
2 0

0 1

]
就表示把 x 坐标放大到原来的 2

倍，而 y 坐标不变。

如果把 P 旋转 θ 角，再把 x 坐标放大到 2 倍，然后旋转 ϕ 角得到 P ′，只要依次把矩阵从右

到左乘起来就行了，也就是 P′ = R(ϕ)SR(θ)P。这样就能直观地看出矩阵乘法不满足交换律。（从
右到左写的习惯和我们熟悉的函数一样，比如 f2(f1(x)) 表示对 x 先进行 f1 这个操作，再进行 f2

这个操作）

日常生活中有许多东西不满足交换律，比如你爸爸的妈妈和你妈妈的爸爸不是同一个人，再比

如三维空间中先向左转 90 度，再向上转 90 度与先向上转 90 度，再向左转 90 度是不一样的。这

样的东西在数学上称为非阿贝尔群。

【练习】A =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

，B =


1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

，求 AB 和 BA。A 乘在左边和右边分别

表示什么操作？

在计算矩阵乘法时经常出现求和号。有一天爱因斯坦说：两个矩阵相乘，如果有相同的下标就

表示求和，求和号可以不写。比如 Cik =
∑

j AijBjk 可以写成 Cik = AijBjk，而 P′ = R(ϕ)SR(θ)P
可以写成 P ′

i = Rij(ϕ)SjkRkl(θ)Pl。如果没有相同的指标就不表示求和，比如 Ai 是一个 m 列的矢

量，Bi 是一个 n 列的矢量，Cij = AiBj，那么 Cij 就是一个 m 行 n 列的矩阵。

（用什么字母作为下标不会影响矩阵的内容，比如 Aij 和 Akl 表示的是同一个矩阵）

4.3 对矩阵求导

在平面上的一个静止的参考系 S 中，有一个矢量 A，它可以随着时间变化。在以角速度 ω 顺

时针旋转的参考系 S′ 中看，得到 A′ = RA，其中 R =

[
cosωt − sinωt
sinωt cosωt

]
，它也是时间 t 的函数。

现在来看 S′ 系中 A′ 的速度：dA′

dt = dR
dt A + RdA

dt。

对两个矩阵的乘积求导，跟对两个数的乘积求导是一样的，因为计算导数的时候没有用到乘法

交换律。容易理解，RdA
dt 就是把 S 系中 A 的速度用 R 旋转一下。但是 dR

dt A 是什么意思呢？

我们直接计算 dR
dt =

[
− sinω − cosω
cosω − sinω

]
，也就是对矩阵中的每个元素分别求导。然后计算 dR

dt A

就会发现，它是一个矢量，大小为 ωA，方向为 A 逆时针转 90 度，相当于旋转引起的线速度。

也可以用直观的几何方法来理解，如图4.2，dR
dt A = 1

dt(R(t+ dt)A− R(t)A)，当 dt 无限小时，
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它的方向垂直于 A。

图 4.2: 把 A 转过去

（用类似的方法可以求 A′ 的加速度，但是理解起来比较麻烦，以后再讲）

4.4 零矩阵；单位矩阵；逆矩阵

零矩阵 0 就是


0 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0

 这样的矩阵。它的行数与列数是多少可以根据上下文判断。一
个矩阵跟（大小合适的）0 相加，得到的矩阵与原来一样；跟 0 相乘（不管在左边还是右边），得到
0。

单位矩阵 I 就是


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

 这样的矩阵。一般认为它的行数与列数相同，具体是多少也
要根据上下文判断。一个矩阵跟 I 相乘，得到的矩阵与原来一样。
如果两个矩阵 A 和 A′ 相乘得到 I，那么 A 和 A′ 互为逆矩阵。如果 A′B = C，那么在 C 前面

再乘一个 A 又得到了 B（别忘了矩阵乘法满足结合律），就像是除以 A′ 一样。

然而不是每个矩阵都存在逆矩阵，即使逆矩阵存在，从 A 算出 A′ 也比较麻烦。一种容易理解

但是不容易算的方法是待定系数法，更好的方法需要利用行列式的性质，我们以后再讲。逆矩阵有

许多实际应用，在各种实际情况下快速计算逆矩阵是一个热门的问题。

【练习】证明

[
1 2

3 4

]
的逆矩阵是

[
−2 1
3
2
− 1

2

]
。

4.5 行列式；坐标系的手性

行数和列数相同的矩阵叫作方阵，它的行数或者列数也可以叫作阶数。行列式是一个把方阵变

成实数的操作，矩阵 A 的行列式用 det A 或者 |A| 表示。（行列式的绝对值用 ||A|| 表示）

二阶行列式

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc，三阶行列式

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣ = aei+ bfg + cdh− ceg − afh− bdi（找

一找这个式子的规律）。更高阶的行列式计算比较麻烦，而且不常用，我们待会再讲。
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这个东西有什么用呢？在二维平面内，如果点 P (xP , yP ), Q(xQ, yQ)，那么 S△OPQ = 1
2

∣∣∣∣∣xP yP

xQ yQ

∣∣∣∣∣。
你可以用解析几何验证一下。这就是传说中的叉积 P×Q 的二维形式。
（顺便说一句，二维矢量的叉积是一个标量，三维矢量的叉积是一个矢量，更高维度的叉积以后

再讲。）

这个“面积”算出来有可能是负的，因为 P 和 Q 在行列式中的位置不一样。可以用右手螺旋

来判断：把右手四指指向 OP 方向，然后转向 OQ 方向。如果大拇指朝上，那么就是正的，否则就

是负的。高考范围内一般只要取绝对值就行了。算三角形面积别忘了乘 1
2
。

在三维空间内，如果点 P (xP , yP , zP ), Q(xQ, yQ, zQ), R(xR, yR, zR)，那么三棱锥 O − PQR 的

体积 V = 1
6

∣∣∣∣∣∣∣
xP yP zP

xQ yQ zQ

xR yR zR

∣∣∣∣∣∣∣。这样可以秒杀一些立体几何题。这个“体积”也有可能是负的，记得取
绝对值。

如果把矩阵看作一个坐标变换，那么行列式就是坐标变换之后和之前的图形的体积（不管几维

都叫体积好了）之比。比如二维情况下，设矩阵 A =

[
a b

c d

]
是一个坐标变换，点 P =

[
1

0

]
，Q =

[
0

1

]
，

P′ = AP =

[
a

c

]
（这里不严格区分点和它对应的矢量），Q′ = AQ =

[
b

d

]
，那么 S△OPQ = 1

2
(ad− bc)。

只要对单位三角形 △OPQ 验证了这一点，由面积的可加性，这一点对任意图形都是成立的。
如果这个“体积”之比是负的，说明这个坐标变换改变了坐标系的手性。不管在几维空间内，

都存在着两种手性的坐标系，我们一般习惯用右手系。比如二维情况下，坐标变换

[
−1 0

0 1

]
把 x

轴反过来（专业一点叫空间反演变换），y 轴不变，那么坐标系的手性就改变了。同时反转 x 轴和

y 轴不会改变坐标系的手性，旋转变换也不会。

如果 A 是 n 维矩阵，c 是实数，那么 |cA| = cn|A|。矩阵乘法可以表示两次连续的坐标变换，
所以 |AB| = |A||B|。如果方阵的一行或者一列全是 0，那么行列式就是 0。

行列式只是一种数学工具，图形的体积和变换的体积之比是它的两种应用，在其他地方还会遇

到类似的式子。

4.6 用行列式解线性方程组

现在用看起来很厉害的方法解二元一次方程组a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

如果 b1, b2 不全为 0，先设 D =

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣。如果 D ̸= 0，我们说这两个方程线性无关（也就

是独立），可以解出 x1 =
1
D

∣∣∣∣∣a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣，x2 = 1
D

∣∣∣∣∣a12 b1

a22 b2

∣∣∣∣∣。你可以用消元法暴算出方程的解，然后比
较一下。如果两种方法都很熟悉，运算量是差不多的。

如果 D = 0，说明方程组无解或者有无穷多个解，具体是哪种情况要解解看才知道。我们说这

两个方程线性相关，也就是说它们乘一个倍数可以变成同一个方程。
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如果 b1 = b2 = 0，也就是说这是一个齐次方程组。如果 D ̸= 0，用上面的方法算出 x1 = x2 = 0，

这确实是一个解，但是没有非零解，也就是说矢量 (a11, a21) 和 (a12, a22) 不共线。如果 D = 0，有

无穷多个解。

类似的方法可以解三元或者更多元的线性方程组，以及判断三维空间中矢量的共面情况。这些

事情的严格证明一般是先证明二阶的情况，再用归纳法证明更高阶的情况。

4.7 高阶行列式

（这部分内容看不懂可以先跳过，有兴趣的同学可以去看线性代数的书）

首先定义 Pi 是自然数 1, 2, 3, . . . , n的一个排列，称为 n阶排列。比如 (2, 1, 3, 4, 5), (5, 4, 3, 2, 1)

都是 5 阶排列。不同的下标 i 表示不同的排列，而不是排列中的第 i 个元素。

然后定义一个操作叫置换，就是把排列里的两个数换一下。比如 5 阶排列 (1, 2, 3, 4, 5) 经过

置换可以得到 (2, 1, 3, 4, 5)，再置换一次可以得到 (2, 3, 1, 4, 5) 等等。任何一个 n 阶排列都可以从

(1, 2, 3, . . . , n) 经过置换得到。

我们要把所有排列分成两类：奇排列和偶排列。设 (1, 2, 3, . . . , n) 至少经过 m 次置换才能得到

Pi，如果 m 是奇数，Pi 就是奇排列，否则是偶排列。

接着定义一个正负号函数 sgn(Pi)：如果 Pi 是奇排列，那么 sgn(Pi) = +1，否则 sgn(Pi) = −1。
现在可以定义 n 阶方阵 A 的行列式

|A| =
∑
Pi

sgn(Pi)

n∏
k=1

AkPk

其中求和是对所有 n 阶排列 Pi 求和，
∏
表示连乘。比如 n = 5 时，共有 120 个排列，其中有

一个是 Pi = (2, 3, 1, 4, 5)，它是偶排列，那么求和号里就有一项 −A12A23A31A44A55。把 120 项加

起来就得到了行列式的值。你可以验证一下前面说的二阶和三阶行列式符合这样的定义。

这是行列式的一种定义，但是真的用这种方法计算是很麻烦的。n 阶排列共有 n! 个，所以这种

方法的复杂度是 O(n!)。我们已经知道可以用行列式解线性方程组，而解线性方程组有 O(n3) 的方

法，那么算行列式肯定也有 O(n3) 的方法，称为高斯消元法。行列式还有许多运算技巧，我们以后

再讲。

4.8 矩阵的幂；矩阵级数

定义了矩阵乘法之后就可以定义幂运算。比如 A2 = AA。但是矩阵的幂运算并不常用，只有矩
阵是方阵，并且指数是整数的时候才有意义。矩阵乘法不满足交换律，所以 (AB)2 = A2B2 这样的

公式也不成立。

如果把一个函数表示成级数，它的定义域和值域可以都是矩阵。比如

eA =

∞∑
n=0

1

n!
An = 1 + A +

1

2
A2 +

1

6
A3 + . . .
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这样一来，线性微分方程组

d
dtx1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

d
dtx2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

. . .

d
dtx2 = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

可以直接写成 d
dtx = ax，它的解就是 x = etax0。（注意字母相乘的顺序，解微分方程的时候并

没有用到乘法交换律）

x0 表示初始条件，而 eta 表示系统随着时间演化的规律。不管初始条件是什么，演化的规律总
是相同的。然而要计算出矩阵函数的值，并不是一件容易的事情。

4.9 线性空间

实数、复数、矢量和矩阵有一些共同点，比如都能进行加法和数乘运算，这样的集合叫作线性

空间。

严格来说，线性空间的定义是这样的：设 V 是一个集合，a, b, c 是它的元素，λ, µ 是数。定义

一种加法运算把两个元素变成一个元素，数乘运算把一个数和一个元素变成一个元素，它们满足：

1. (a+ b) + c = a+ (b+ c)。

2. a+ b = b+ a。

3. 存在一个元素 0，对任何元素 a，a+ 0 = a。（其实这句话中的“一个”不是必须的）

4. 对任何元素 a，存在一个元素 −a，a+ (−a) = 0。

5. 1a = a。

6. (λµ)a = λ(µa)。

7. (λ+ µ)a = λa+ µa。

8. λ(a+ b) = λa+ λb。

（更抽象的定义中 λ 不一定是数，可以是其他奇怪的东西，关于数域的事情以后再讲。）

实数集 R 和复数集 C 都是线性空间。行数为 m，列数为 n 的所有矩阵组成的集合 M(m,n)

也是线性空间。如果一个公式里只出现加法和数乘运算，那么不管里面的字母属于什么线性空间，

都可以把公式套上去用。比如 F = ma 中的 F 和 a 有时候理解成实数，有时候理解成矢量。

以后讲量子力学的时候会用到这些东西，讲傅立叶变换的时候还会用到。
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第五章 矢量分析

5.1 nabla 算符 ∇；梯度；散度；旋度；张量积

这一章与矢量和微积分有关，以后讲电动力学的时候会用到。你可以想一想电磁学中的例子，

还可以用软件画一些矢量场试试看。

首先要讲一个符号 ∇读作 nabla。（也有人会读成 del，还有些地方叫作哈密顿算符，但是这样会
跟量子力学中的哈密顿算符搞混）它既是矢量，又是算符。在三维直角坐标系中，∇ = ( ∂

∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
)。

简单起见，接下来遇到的大多是二维的情况。

∇可以作用到标量或者矢量上面。把它作用到标量 f 上面，会变成一个矢量：∇f = (∂f
∂x
, ∂f
∂y
, ∂f
∂z
)，

称为 f 的梯度。

如果 f 是 x, y, z 的函数，相当于在空间中的每个点都有一个 f 的值，我们说 f 是一个标量场。

同样，空间中的每个点都有一个矢量 ∇f，我们说 ∇f 是一个矢量场。
举个栗子：f = x2 + y，∇f = (2x, 1, 0)，如图5.1，越白的地方 f 越大。

图 5.1: 沿着箭头爬上去

∇f 表示 f 变化的快慢和方向。比如 f 是电势，−∇f 就是电场。
如果把 ∇ 作用到矢量上面，一般有三种方法：点积，叉积，张量积。∇ 与矢量 A 点积，会变

成一个标量：∇ ·A = ∂Ax

∂x
+ ∂Ay

∂y
+ ∂Az

∂z
，称为 A 的散度。

举个栗子：A = (1− x2, y, 0)，∇ ·A = 1− 2x，如图5.2，越白的地方 ∇ ·A 越大。
∇ ·A 表示 A 在某个点上变多的程度，负数则表示变少。图5.2的左边比较白，∇ ·A > 0，可以

看到从某个点出来的箭头比进去的大；右边比较黑，∇ ·A < 0，进去的箭头比出来的大。

比如正的点电荷上面的 ∇ · E > 0，没有电荷的地方 ∇ · E = 0。如果一条河里的水流速度为 v，
即使我们不知道水是怎么流的，但是任何一个点进去和出来的水肯定一样多，所以 ∇ · v = 0。

∇与矢量 A叉积，仍然是一个矢量（背一遍叉积的公式）：∇×A = (∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
, ∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
, ∂Ay

∂x
−

∂Ax

∂y
)，称为 A 的旋度。
举个栗子：A = (− y

x2+y2+1
, x
x2+y2+1

, 0)，∇×A = (0, 0, 2
(x2+y2+1)2

)。因为 A 只有 x, y 分量，所

以 ∇×A 只有 z 分量。如图5.3，越白的地方 (∇ ·A)z 越大。
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图 5.2: 箭头出来了又进去了

图 5.3: 高速旋转！面对疾风吧！！！！

∇×A 表示 A 在某个点上旋转的程度，以及旋转的方向（用右手螺旋表示）。图5.3中的箭头全
都在逆时针转，所以 ∇× A 指向 +z 方向。比如电流 I 周围会形成一圈圈磁场，∇× B 指向电流
方向。

如果 A 是匀强场，那么 ∇ ·A = 0，∇×A = 0。
如果知道（空间中每个点的）∇f，通过积分就能确定 f，最多相差一个积分常量。知道 ∇ ·A

和 ∇×A，通过更复杂的积分也能确定 A，最多相差一个常矢量。
最后是 ∇ 与 A 的张量积，一般写成 ∇A，中间没有 · 也没有 ×。（虽然有些人会用各种奇怪的

写法）它一般出现在运算的中间过程，至于物理意义就很难讲。它是一个 3× 3 的张量：

∇A = ∂iAj =


∂Ax

∂x

∂Ay

∂x
∂Az

∂x
∂Ax

∂y

∂Ay

∂y
∂Az

∂y
∂Ax

∂z

∂Ay

∂z
∂Az

∂z

 (5.1)

还要注意，在不同的坐标系中，∇ 的分量是不同的，不一定只有偏导数。简单起见，接下来遇
到的都是直角坐标系。

5.2 高斯定理；斯托克斯定理

在三维空间中随便画一个闭合曲面 S，可以计算矢量场 A 在 S 上的通量 Φ =
�
S

A · dS。
（
�
S
表示对 S 上的每个小面元进行积分，圆圈表示闭合曲面，这只是书写的一些习惯。有些地
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方会写成


，表示小面元是二维的。矢量 dS 表示一个有方向的小面元，它的大小是小面元的面积，

方向垂直于小面元向外）

把 S 里面的区域记为 V，计算
�
V
∇ ·A dV。既然 ∇ ·A 表示 A 在某个点上变多了多少，把它

对 V 积分就是 A 在 S 里面总共多了多少。这些多出来的 A 会从 S 上出去，就是 Φ。这个公式称

为高斯定理： �
S

A · dS =

�
V

∇ ·A dV

举个栗子：如图5.4，A = (1− x2, y, 0)，画一个三角形 △ABC，A(0, 0, 0), B(1, 0, 0), C(0, 1, 0)。

验证一下高斯定理：

（简单起见，我们把三维问题变成二维问题，现在 S 是三角形的边，V 是三角形里面的面积）

图 5.4: 验证高斯定理

∇ ·A = 1− 2x�
V

∇ ·A dV =

� 1

x=0

� 1−x

y=0

(1− 2x) dx dy

（对面积积分可以对 x 和 y 分别积分。这里 y 的积分上限与 x 有关，所以要先对 y 积分，再对 x

积分）

=

� 1

0

(� 1−x

0

(1− 2x) dy
)

dx

=

� 1

0

(1− x)(1− 2x) dx

=
1

6�
S

A · dS 要在三条边上分开算。AB 边上的 A 平行于 AB 边，通量
�
AB

A · dS 显然是 0。
AC 边的单位法向量 nAC = (−1, 0)（注意要向外），A · nBC |x=0 = −1。AC 边平行于 y 轴，dS

的大小就是 dy。
�
AC

A · dS =
� 1

0
(−1) dy = −1。

BC 边是斜着的，所以会复杂一些。我们可以把它参数化：定义一个参数 t，它既表示 x 的变

化，又表示 y 的变化。令 0 < t < 1，x = t，y = 1− t，dS =
√

(dx)2 + (dy)2 =
√
2dt。

BC 边的单位法向量 nBC = (
√
2
2
,
√
2
2
)，A ·nBC =

√
2
2
(1−x2+y) =

√
2
2
(−t2− t+2)，

�
BC

A ·dS =� 1

0

√
2
2
(−t2 − t+ 2) ·

√
2dt = 7

6
。

三条边上的通量加起来刚好是 1
6
，与散度的积分相等，跟高斯定理说的一样。

在三维空间中随便画一条闭合曲线 L，还可以计算 A 在 L 上的环量 C =
�
L

A · dL。
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（dL 沿着 L 的右手螺旋方向，左边是 L 的里面。里面和外面的严格定义很复杂，这里我们先

用肉眼判断）

把 L 里面的区域记为 S，计算
�
S
(∇×A) · dS。如图5.5，每个 (∇×A) · dS 都表示一块小面元

上 A 的旋转程度，相邻两块小面元的公共边上 A 会抵消，剩下最外面一圈就是 C。这个公式称为

斯托克斯定理： �
L

A · dL =

�
S

(∇×A) · dS

图 5.5: 大家一起高速旋转

高斯定理和斯托克斯定理在二维情况下也成立，一维情况就是微积分中的牛顿-莱布尼兹定理：
F (b)− F (a) =

� b

a
F ′(x) dx。它们都把区域的边界和内部联系了起来。

5.3 克罗内克张量 δij；列维-奇维塔张量 ϵijk；一些矢量公式

方便起见，这一节用 1, 2, 3 表示 x, y, z 坐标，∂i 表示
∂
∂i
。在三维直角坐标系中，1 ≤ i, j ≤ 3，

A 就是 Ai，∇ 就是 ∂i。

矢量 Ai 是有一个下标的量，张量则是有很多下标的量。矢量也是一种张量，前面的张量积 ∇A
则是有两个下标的张量。接下来我们用张量来表示一些矢量运算的公式，还会发现前面说的爱因斯

坦求和约定非常方便。

（其实张量必须满足一些变换的规律，这里先不讲了。这里也不区分自由指标和哑指标）

矢量的点积 A ·B =
∑3

i=1AiBi。按照爱因斯坦求和约定，下标相同就表示求和，求和号可以不

写。也就是说，A · B = AiBi。这样求和一次，式子中的下标就会减少两个，称为下标缩并。

克罗内克张量 δij =

1, i = j

0, i ̸= j
。在三维情况下，δij =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

。如果把 δij 与 Aj 缩并，

δijAj = Ai，相当于给 A 换一个下标。

接下来讲一个复杂一些的张量：列维-奇维塔张量 ϵijk，又叫排序张量。如果 ijk 分别是 123，

231 或者 312，那么 ϵijk = 1；如果 ijk 分别是 321，213 或者 132，那么 ϵijk = −1；否则 ijk 中至

少有两个相同，ϵijk = 0。它的分量形式这里就不写了，因为我懒。

矢量的叉积 A × B = ϵijkAjBk。它的左边是矢量，右边有一个自由指标 i 没有被求和，所以

也是矢量。任何公式两边的自由指标必须是相同的（左边的矢量可以脑补下标 i），而被求和的指标
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（哑指标，这里是 j, k）可以不同。通过枚举可以发现：

(A× B)1 = A2B3 −A3B2

(A× B)2 = A3B1 −A1B3

(A× B)3 = A1B2 −A2B1

容易发现，δij = δji，ϵijk = ϵjki = −ϵjik。还有一个公式：ϵijkϵklm = δilδjm − δimδjl。这个公式
也可以通过枚举来证明（虽然很麻烦）：两边各有四个自由指标 i, j, l,m，分别代进去 1, 2, 3，共有

81 种情况，然后会发现它确实是对的。
接下来可以推导更复杂的公式：(A× B)× C = (A · C)B− (B · C)A。

(A× B)× C = ϵijk(ϵjlmAlBm)Ck

= ϵijkϵjlmAlBmCk

（δij , ϵijk, Ai 的指标缩并满足交换律和结合律）

= ϵkijϵjlmAlBmCk

= (δklδim − δkmδil)AlBmCk

= δklδimAlBmCk − δkmδilAlBmCk

= AkBiCk −AiBkCk

= (A · C)B− (B · C)A

可以看出，如果在 (A × B) × C 中交换 A 和 B，结果会变成相反数。但是如果交换 A 和 C，
结果会完全不一样。

【练习】证明 A× (B× C) = (A · C)B− (A · B)C。
把这个式子中的 A 和 B 换成 ∇，C 换成 A，还可以证明 ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)− (∇ ·∇)A。
(∇ ·∇) 可以写成 ∇2，称为拉普拉斯算符。在三维直角坐标系里，它就是 ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2。它

没有下标，∇2f 仍然是标量，∇2A 仍然是矢量。
但是要注意，∂i 与 Ai 不满足交换律，因为 ∂i 是对右边的东西求导，而 ∂i 与 ∂j , δij , ϵijk 仍然

满足交换律。比如要证明 ∇ · (A× B) = B · (∇×A)−A · (∇× B)：

∇ · (A× B) = ∂i(ϵijkAjBk)

= ϵijk∂i(AjBk)

= ϵijk(Bk∂iAj +Aj∂iBk)

= Bkϵkij∂iAj +Ajϵjki∂iBk

= Bkϵkij∂iAj −Ajϵjik∂iBk

= B · (∇×A)−A · (∇× B)

矢量分析当中常用的公式就是这么多，以后用到的时候可以翻回来看看。
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第六章 理论力学

6.1 广义坐标；拉格朗日量

高中里我们学的是牛顿力学，但是世界上除了牛顿力学，还有别的力学体系，拉格朗日力学是

其中常用的一种。要学习拉格朗日力学，首先要忘掉牛顿力学的世界观。假设我们不知道什么叫力，

什么叫能量，什么叫速度，也不知道牛顿定律之类的东西。

我们要研究一个力学系统，就要用一些坐标来描述它。比如平面上的一个点可以用直角坐标 x、

y 来描述，也可以用极坐标 r、θ 来描述。如图6.1，平面内的双摆可以用坐标 θ、ϕ 来描述。

图 6.1: 双摆

这里的坐标一般是位置或者角度，也可以是电量、温度等等。牛顿力学中的速度有时候也可以

作为这里的坐标，但是现在先不考虑这件事情。

坐标对时间的导数叫作速度。出于习惯，用 ẋ表示 dx
dt，ẋ

2 表示 (dx
dt )

2，而不是 dx2

dt ，̈x表示
d2x
dt2。

拉格朗日力学的第一个基本假设是：每个力学系统都有一个“拉格朗日量”。比如一个小球在

竖直平面内，用坐标 x、y 描述它的位置，考虑沿 −y 方向的重力场，那么它的拉格朗日量是

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy

诶这个东西看起来很像牛顿力学中的能量，但是仔细看会发现势能的正负号反了一下。拉格朗

日量一般是坐标和速度的函数，而不会出现坐标的二阶或更高阶导数，而坐标和速度又是时间的函

数。如果出现随时间变化的电场之类的环境条件，那么拉格朗日量本身还是时间的函数，但是现在

也不考虑这件事情。

这个基本假设并不能告诉我们拉格朗日量是什么，就像从牛顿第二定律不能推出万有引力定律

F = GMm
r2
一样。它们需要用其他方法推导出来，并且经过实验验证。比如自由粒子的拉格朗日量

为 1
2
mv2，有质量的粒子在 −y 方向的重力场里要增加一项 −mgy，带电粒子在电场中要增加一项

−qϕ，在磁场中要增加一项 qv ·A（这个看不懂可以先不管）。
图6.1中双摆的拉格朗日量是

L =
1

2
m1l

2
1θ̇

2 +
1

2
m2l

2
2ϕ̇

2 +m1gl1 cos θ +m2g(l1 cos θ + l2 cosϕ)

这已经是很复杂的拉格朗日量了，接下来要遇到的东西没有这么复杂。
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6.2 变分；拉格朗日方程

把拉格朗日量写出来之后，可以用它来算出物体的运动情况。简单起见，假设系统只有一个坐

标 q，速度为 q̇。如果已知物体在时间 t1 的坐标为 q1，时间 t2 的坐标为 q2，但是不知道 t1 和 t2

之间的坐标 q(t)。现在定义一个作用量

S =

� t2

t1

L(q(t), q̇(t)) dt

它表示物体在 t1 和 t2 之间的运动。物体可以做我们熟悉的斜抛之类的运动，也可以做各种奇

怪的运动，如图6.2，只要保证 q(t1) = q1，q(t2) = q2 这两个边界条件就行。

图 6.2: 奇怪的运动

现在是拉格朗日力学的第二个基本假设：在这些奇怪的运动当中，真正的运动算出来的 S 是一

个极小值。用数学语言来描述，就是

δS = 0

这就是传说中的变分原理！！是不是觉得拉格朗日的脑洞比牛顿还大？

（前方高能，看不懂可以先跳过）

δ 表示变分，它的作用和求导差不多，而且目前我们认为它和积分、求导可以交换顺序。

δS = δ

� t2

t1

L(q(t), q̇(t)) dt

=

� t2

t1

δL(q(t), q̇(t)) dt

=

� t2

t1

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇) dt

=

� t2

t1

∂L

∂q
δq dt+

� t2

t1

∂L

∂q̇
(δ

dq
dt ) dt

=

� t2

t1

∂L

∂q
δq dt+

� t2

t1

∂L

∂q̇
(

d
dt δq) dt

对后面一项用分部积分：

d
dt(

∂L

∂q̇
δq) =

d
dt(

∂L

∂q̇
) δq +

∂L

∂q̇
(

d
dt δq)

∂L

∂q̇
(

d
dt δq) =

d
dt(

∂L

∂q̇
δq)− d

dt(
∂L

∂q̇
) δq

� t2

t1

∂L

∂q̇
(

d
dt δq) dt =

� t2

t1

d
dt(

∂L

∂q̇
δq) dt−

� t2

t1

d
dt(

∂L

∂q̇
) δq dt

=
∂L

∂q̇
δq

∣∣∣∣t2
t1

−
� t2

t1

d
dt(

∂L

∂q̇
) δq dt
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t1 和 t2 时的坐标是确定的，所以 δq = 0，只剩下后面一项。继续算 δS：

δS =

� t2

t1

∂L

∂q
δq dt−

� t2

t1

d
dt(

∂L

∂q̇
) δq dt

=

� t2

t1

(
∂L

∂q
− d

dt
∂L

∂q̇
) δq dt

（高能部分结束）

要让 δS = 0，那么 ∂L
∂q
− d

dt
∂L
∂q̇

= 0。这就是拉格朗日力学中的运动方程。

有多个坐标的时候的推导也是类似的。比如有两个坐标 x和 y，那么就有两个方程 ∂L
∂x
− d

dt
∂L
∂ẋ

=

0，∂L
∂y
− d

dt
∂L
∂ẏ

= 0。

用掉下来的小球的例子试一试：L = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy，∂L

∂y
= −mg，∂L

∂ẏ
= mẏ， d

dt
∂L
∂ẏ

= mÿ，

代入运动方程得到 −mg −mÿ = 0，也就是说 ÿ = −g，跟我们的常识一样。
（注意：对 q 求导时 q̇ 当作常数，对 q̇ 求导时 q 当作常数）

严格来说，变分为零只表示作用量达到极值或者稳定值，而不一定是极小值，跟导数的道理一

样。但是物理问题里遇到的一般都是极小值，所以“作用量取极小值”成了一个约定俗成的说法。

在力学范围内，拉格朗日量是坐标和速度的函数，所以只要知道系统在某个时刻的坐标和速度，

就能算出它在从前和将来任何时候的坐标、速度、加速度、能量等情况，这就是牛顿时代决定论的

思想。但是热学范围内出现了一些不能这样描述，或者说不可逆的过程，比如粘滞阻力或者铁的磁

化，怎样用力学原理来解释这些现象是至今还在研究的问题。

变分原理在物理学的其他领域也会出现，比如光学里的光程最短原理，只要定义作用量为 S =� r2
r1 n(r) dr，r 表示空间中的位置，n(r) 表示这个位置的折射率，那么 δS = 0 就能给出光走的路线。

6.3 对称性与守恒量；动量；能量

还是看掉下来的小球的例子：L = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy。如果对 x 坐标列运动方程会怎么样呢？

拉格朗日量不含 x，所以 ∂L
∂x

= 0，x 坐标的运动方程就是 ẍ = 0。

现在定义 ∂L
∂q̇
叫作坐标 q 对应的动量 pq。在上面的例子中，x 坐标对应的动量就是 mẋ，跟牛

顿力学一样。因为拉格朗日量不含 x，所以 d
dtpx = 0，这个动量是守恒的。

拉格朗日量不含 x，也可以说系统具有空间平移对称性。所以就有了这样一句话：空间的平移

对称性导致动量守恒。

刚才的数学推导看起来很厉害，现在用人话再解释一遍。如果一个小球在一片平地上跑，它向

前跑了一段，前面还是一片平地，也就是说系统平移之后和原来一样，因此我们说系统具有平移对

称性。在这样的系统中，小球没有理由改变它的动量，动量是守恒的。

（系统平移之后，小球的位置（或者说坐标）就变了，但是拉格朗日量的表达式不变，所以我们

认为系统和原来一样。关于对称性的严格定义以后应该会单独讲）

如果小球向前跑，撞到一面墙弹回来，它的动量就不守恒了。这个系统没有平移对称性，如果

把系统平移一下，墙的位置就变了。也就是说，平移对称性的破缺导致动量守恒的破缺。如果小球

在斜坡上跑，它会越跑越快。虽然向前跑一段之后，斜坡的斜率还是和原来一样，但是高度变了（或

者说重力势能与水平坐标的关系变了），所以这个系统没有平移对称性，动量也就不守恒。
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如果拉格朗日量不含时间 t，又会发生什么呢？

d
dtL =

∂L

∂q

dq
dt +

∂L

∂q̇

dq̇
dt

= (
d
dt
∂L

∂q̇
)
dq
dt +

∂L

∂q̇

dq̇
dt

=
d
dt(

∂L

∂q̇
q̇)

=
d
dt(pq̇)

（注意：因为拉格朗日量不含 t，所以不会出现 ∂L
∂t
）

移项得到 d
dt(pq̇ − L) = 0，所以可以定义 pq̇ − L 叫作能量 E。如果有多个坐标，那么能量

E =
∑

i piq̇i − L。用掉下来的小球算一下会发现这个能量和牛顿力学里的能量其实是一样的。
也就是说，时间的平移对称性导致能量守恒。比如一个单摆挂在那里摆动，过了一段时间，系

统还是和原来一样，所以单摆的能量是守恒的。如果过了一段时间，突然让单摆带电，并且在空间

中加一个电场，这个系统就没有时间平移对称性，能量也就不守恒了。这里没有考虑摩擦力、空气

阻力之类的，事实上这些力在拉格朗日力学当中不能用简单的方法处理，但是我们认为它们会破坏

系统的时间平移对称性。

如果坐标是角度，那么对应的动量就是牛顿力学中的角动量。但是拉格朗日力学对角动量有另

外的定义，空间的旋转对称性导致角动量守恒，这里先不讲了。对称与守恒在物理学当中非常重要，

以后我们还会遇到更奇怪的对称性和它对应的守恒量。

总而言之，拉格朗日力学是一种与牛顿的基础完全不同的力学方法，它的优点在于不用做受力

分析，而且容易处理守恒量。工程师用电脑计算桥梁之类的复杂结构用的就是这种方法，因为电脑

很难做受力分析，但是适合算各种偏导数。现代的粒子物理当中，两个粒子之间“力”的概念也很

难说清楚，所以也要用这种方法处理。如果我们发现了新的粒子，想办法确定它的拉格朗日量是一

件很重要的事情。

6.4 虚功原理

拉格朗日力学只是扩大一下大家的眼界，现在我们回到牛顿力学。

一个掉下来的小球，它的能量是 E = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2) +mgy。把能量对时间求导：

d
dtE = m(ẋẍ+ ẏÿ) +mgẏ

= mẍẋ+ (mÿ +mg)ẏ

又因为能量守恒， d
dtE = 0。不管小球的速度是多少，这个式子都是成立的，而且 ẋ 和 ẏ 是无

关的，所以它们前面的系数都要为 0，于是我们得到了 ẍ = 0，ÿ = −g。
（这样推导应该比拉格朗日量之类的好理解一点，但是如果承认拉格朗日量就是动能减势能，通

过一些分部积分，这种方法和拉格朗日力学的基本假设是可以互相推导的。为什么说 ẋ 和 ẏ 是无

关的呢？这个待会再讲）

很多书都在静力学中用虚功原理，事实上在动力学中也是可以用的。

现在来看一个复杂一点的例子：如图6.3，一个固定粗糙斜面倾角为 θ，一个质量为 m 的均匀

空心球壳无滑动地滚下来，设沿斜面的位移为 s，球心的速度就是 ṡ，但是考虑转动之后，它的动能

不是 1
2
mṡ2，而是 5

6
mṡ2，现在要算它滚下来的加速度。正常的自招书上会用受力分析啊转动定律啊

速度关联之类的来算，但是现在我们用虚功原理。
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图 6.3: 卧槽，一个球滚下来了！

先写出系统的能量：E = 5
6
mṡ2 +mgs sin θ，然后对时间求导：( 5

3
ms̈ +mg sin θ)ṡ = 0，所以

s̈ = − 3
5
g sin θ。

【练习】如果是均匀实心球，那么动能是 7
10
mṡ2。求它的加速度，然后算出速度和位移关于 t 的

函数，并且验证能量确实是守恒的。

6.5 约束；自由度

再增加一点难度：假设斜面是会动的，质量为 M。但是斜面是光滑的，这样球就不会转动，它

的动能是 1
2
mv2，否则太难了。

图 6.4: 卧槽，球和斜面都在动！

现在把坐标设为 s 就不太方便了，如图6.4，把 M 向左的位移设为 X，把 m 的位移设为 x 和

y。系统的能量是 E = 1
2
MẊ2 + 1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +mgy。

但是！坐标 X、x 和 y 并不是无关的。小球必须在斜面上，所以有一个约束条件 y = −(X +

x) tan θ。这个约束条件还可以求导得到 ẏ = −(Ẋ + ẋ) tan θ。
在 E 里把 y 消掉，得到 E = 1

2
MẊ2 + 1

2
m(ẋ2 + (Ẋ + ẋ)2 tan2 θ)−mg(X + x) tan θ。

现在 X 和 x是无关的，把能量对时间求导，经过各种化简得到 ((M+m tan2 θ)Ẍ+m tan2 θẍ−
mg tan θ)Ẋ + (m tan2 θẌ +m(1 + tan2 θ)ẍ−mg tan θ)ẋ = 0。

要求 Ẋ 和 ẋ 的系数都为零，解得 Ẍ = m tan θ
M(1+tan2 θ)+m tan2 θ

g，ẍ = M tan θ
M(1+tan2 θ)+m tan2 θ

g。代入 y

的式子得 ÿ = − (M+m) tan2 θ
M(1+tan2 θ)+m tan2 θ

g。

把题目做完之后，考虑几个特殊情况：如果M ≫ m，那么跟斜面不动的时候一样，̈y = −g tan2 θ；

如果 M ≪ m，那么小球几乎是竖直掉下来，ÿ = −g。
这个系统有 3 个坐标，1 个约束，所以有 3− 1 = 2 个独立的坐标，或者说有 2 个自由度。如

果把斜面左右移动设为一个坐标，小球沿着斜面上下移动设为另一个坐标，那么就没有约束条件了，

系统仍然有 2 个自由度。同一个系统，不管选择什么坐标，自由度的数量总是一样的。
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比如三维空间中的质点有 3 个自由度，不管你用直角坐标、柱坐标还是球坐标。如果是一个会

转的小球，要确定它的方向，就多了 3 个转动自由度，总共 6 个自由度。

（严格来说这里只考虑完整约束，也就是斜面与小球的位置关系，而与它们的速度无关。非完整

约束这里先不讲）

我们发现 MẊ = mẋ（注意 X 和 x 设的正方向），也就是水平方向动量守恒。动量守恒并不是

一个约束条件，而且一般情况下能量守恒和动量守恒是不能互推的。但是如果把动量守恒当作一个

已知条件，上面的计算可以简化一些。

【练习】把约束条件和动量守恒代到能量的式子里，这样就只剩下一个坐标了，然后算出各个

加速度。

6.6 拉格朗日乘子法

有两个函数 f(x1, x2, . . . , xn) 和 g(x1, x2, . . . , xn)，在 g = 0 的条件下，求 f 的极值。

设 L = f + λg，λ 是一个待定常数。解这样的方程组：

∂L
∂x1

= 0

∂L
∂x2

= 0

. . .

∂L
∂xn

= 0

g = 0

共有 n+1 个方程，n+1 个未知数（n 个 x 和一个 λ），可以把各个 x 解出来，这些 x 代入 f

有可能取到极值。（但是也有可能不是极值，这只是一个必要条件，算出来的 x 需要检验）

举个栗子：f = x + y，g = x2 + y2 − 1，很容易看出来 fmax = f(
√
2
2
,
√
2
2
) =

√
2，fmin =

f(−
√
2
2
,−

√
2
2
) = −

√
2。现在用这种方法来试一试。

L = x+ y + λx2 + λy2 − λ
∂L
∂x

= 1 + 2λx = 0

∂L
∂y

= 1 + 2λy = 0

x2 + y2 − 1 = 0

x = − 1

2λ
, y = − 1

2λ
1

4λ2
+

1

4λ2
− 1 = 0

λ = ±
√
2

2x =
√
2
2

y =
√
2
2

或

x = −
√
2
2

y = −
√
2
2

这种方法的原理是什么呢？在上面的例子中，考虑矢量 ∇g = ( ∂g
∂x
, ∂g
∂y
) = (2x, 2y)，它是坐标

的函数，可以认为平面上的每个点 (x0, y0) 上都放着一个矢量 (2x0, 2y0)，所以说 ∇g 是一个矢量
场。（觉得 ∇g 这个符号奇怪吗？以后会习惯的）

g = 0 是平面上的一个圆，当点 (x0, y0) 在圆上时，∇g 垂直于圆在这个点的切线。一般的约束
条件 g(x, y) = 0 表示二维平面上的一条曲线，∇g 垂直于这条曲线的切线。
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再考虑矢量场 ∇f = (∂f
∂x
, ∂f
∂y
)，它的方向是 f 变化最快的方向。如果 ∇f + λ∇g = 0，那么 ∇f

与 ∇g 平行，也就是说 f 变化最快的方向与曲线 g = 0 的切线垂直，f 有可能在这里取到极值。

【练习】已知 x2 + y2 + z2 = 1，求 2xy + yz + zx 的最大值。

如果 f 和 g 都是一到二次多项式，但是配方一下子配不出来，这种方法说不定可以救你一命。

如果 f 和 g 的形式比较复杂，有分式或者根号，这种方法就需要比较大的计算量。

如果有多个约束条件 g1 = 0, g2 = 0, . . . , gn = 0，那么就要设 L = f +
∑n

i=1 λigi，然后用上面

的方程组把各个 x 和各个 λ 解出来。

这是一个数学问题，但是拉格朗日给了它一个物理意义：假设一个小球串在细铁丝做的形状为

曲线 g = 0 的环上，然后放在势能为 f 的场里，小球会跑到势能极低的位置。环给小球的支持力的

方向垂直于环的切线，大小就是 λ。



第七章 电动力学 42

第七章 电动力学

电动力学是电的动力学，而不是电动的力学。

7.1 麦克斯韦方程组

我们先来看看传说中的麦克斯韦方程组：

∇ · E =
ρ

ϵ0
∇ · B = 0

∇× E = −∂B
∂t

∇× B = µ0j +
1

c2
∂E
∂t

这是麦克斯韦方程组在真空中的形式，没有考虑电磁介质。这些方程可以解出所有与电和磁有

关的现象（如果不考虑量子效应），包括高中学过的库仑定律、楞茨定律等等，也包括电磁介质的性

质。如果你第一次看到这些方程的时候一脸懵逼，连里面的三角形是什么意思都不知道，那也不用

害怕，这一章我们会慢慢搞懂这些方程的意思。

7.2 前两个麦克斯韦方程

高中学过了点电荷周围的电场 E = k q
r2
，如果以电荷为中心画一个半径为 r 的球面，E 的通

量 Φ = E · 4πr2 = 4πkq。因为电场线是连续的，不管在外面画什么样的闭合曲面，上面的 Φ 都是

4πkq。

如图7.1，如果有许多电荷，曲面上的 Φ 是曲面内各个电荷产生的 Φ 之和；而曲面外的电荷产

生的电场线在进入曲面之后肯定要出来，对 Φ 没有影响。

图 7.1: 里面和外面

（这里分别画出了各个电荷产生的电场线，不用考虑它们的相互影响。电场线在某个点的方向

就是这个点上 E 的方向，我们经常看到两个电荷之间用弯曲的电场线连接，那是每个电荷产生的 E
的矢量和。如果电场线从一个电荷开始，从另一个电荷终止，相当于这两个电荷的一条电场线相互

抵消）

也就是说，Φ = 4πk
∑

V qi。在电动力学中会用另一个常量 ϵ0 = 1
4πk
，称为真空介电常量，

ϵ0 ≈ 8.85× 10−12 m−3 · kg−1 · s4 ·A2。如果把公式里的 k 换成 ϵ0，就是 Φ = 1
ϵ0

∑
V qi。用 ϵ0 可以

少写很多 4π。
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按照高斯定理，Φ =
�
V
∇ · E dV。这里有对 V 的积分，如果要把前面对 V 的求和改成积分，

就要把电荷 q 改成电荷密度 ρ：Φ = 1
ϵ0

�
V
ρdV。比较两个式子，可以发现 ∇ · E = ρ

ϵ0
。也就是说，

第一个麦克斯韦方程对应着库仑定律或者电场的高斯定理。

（以后学了量纲分析之后，你可以检验一下它两边的量纲一样，注意 ∇ 的量纲是 [L]−1）

现在第二个麦克斯韦方程应该很好理解：∇ ·B = 0 表示磁感线是闭合的，不会变多变少，除非

存在传说中的磁单极子。

7.3 后两个麦克斯韦方程

第三个麦克斯韦方程 ∇×E = −∂B
∂t
对应着法拉第电磁感应定律。按照斯托克斯定理，

�
L

E·dL =�
S
(∇× E) · dS。而法拉第定律可以写成

�
L

E · dL = −
�
S

∂B
∂t
· dS，左边表示 L 上的感生电动势，右

边表示 S 上磁通量的变化速率，负号表示感生电动势的方向按照楞茨定律确定。

第四个麦克斯韦方程的右边有两项。如果只有 ∇×B = µ0j，它表示电流在周围产生磁场。j 是
电流密度，也就是单位面积上流过的电流，为了把面积上的求和改成积分，就要把 I 改成 j。I 是
标量，然而 j 是矢量，I 是 j 的通量。你可以检验一下磁场方向与电流方向的关系确实是右手螺旋。

µ0 是一个比例系数，叫作真空磁导率，µ0 = 4π × 10−7 m · kg · s−2 ·A−2。

第二项 1
c2

∂E
∂t
又是什么意思呢？如图7.2，有两根很粗的导线靠近但不接触，中间形成一个平行

板电容器，两个极板分别是两根导线的末端。如果导线内没有电流，但是导线的末端积累着电荷，

中间就有恒定的电场；如果导线内有电流，中间的电场就会变化。

图 7.2: 位移电流

电流会在周围产生磁场，所以麦克斯韦猜：变化的电场也会在周围产生磁场。所以他把变化变

化的电流称为位移电流。准确地说，位移电流密度 jd = ϵ0
∂E
∂t
，它的量纲与 j 相同。

所以第四个麦克斯韦方程也可以写成 ∇× B = µ0(j + jd) = µ0j + ϵ0µ0
∂E
∂t
。

我们可以定义另一个常数 c，令 ϵ0µ0 =
1
c2
。c 的量纲是速度，待会可以证明它是电磁波的速度。

当时的人们用实验测出 ϵ0 和 µ0，算出 c，与其他方法测出的光速相同，所以麦克斯韦猜想光是一

种电磁波。
∂E
∂t
前面的系数 1

c2
非常小，所以从前一直没有被人们发现，直到麦克斯韦猜了出来，后来也得

到了实验的证实。

7.4 电磁波

接下来我们用麦克斯韦方程组来算一些有意思的东西。既然变化的磁场在附近产生电场，变化

的电场在附近产生磁场，那么它们可以不断产生并且向远处传播，即使在没有电荷和电流的自由空

间里也是一样。
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在没有电流的情况下，∇× B = 1
c2

∂E
∂t
。想办法让其他方程出现 ∇× B，可以对 ∇× E = −∂B

∂t

两边同时取旋度，得到 ∇× (∇× E) = − ∂
∂t
(∇× B) = − 1

c2
∂2

∂t2
E。（∇× 和 ∂

∂t
可以交换顺序）

接着处理式子的左边，按照矢量分析的公式，∇× (∇× E) = ∇(∇ · E)−∇2E。在没有电荷的
情况下，∇ · E = 0，剩下 −∇2E。

也就是说，−∇2E = − 1
c2

∂2

∂t2
E，一般写成 ∂2

∂t2
E = c2∇2E，也就是 ∂2

∂t2
E = c2( ∂2

∂x2 E+ ∂2

∂y2 E+ ∂2

∂z2 E)。
简单起见，在一维情况下， ∂2

∂t2
E = c2 ∂2

∂x2 E，E 是 x, t 的函数。

如果把 E 的某个分量记为 f，它满足方程 ∂2

∂t2
f = c2 ∂2

∂x2 f。只要解出这个标量方程，可以用相

同的方法解矢量方程。

这就是传说中的波动方程，它是一个线性常系数齐次二阶偏微分方程。正常的电动力学课本会

用分离变量之类的方法解这个方程，但是我们仍然只要猜：f 可以是任何函数 f(x− ct)，只要它只
有一个自变量，而且就是 x− ct。

∂
∂t
f = ∂f

∂(x−ct)
∂(x−ct)

∂t
= −c ∂f

∂(x−ct)
。同样， ∂2

∂t2
f = c2 ∂2f

∂(x−ct)2
， ∂2

∂x2 f = ∂2f
∂(x−ct)2

，所以 f 满足波

动方程。

波动方程中只有 c 的二次项，如果把 c 换成 −c，方程还是原来的方程，所以 f(x+ ct) 也是方

程的解。事实上，方程的通解是 f = f1(x− ct) + f2(x+ ct)，f1, f2 可以是任何函数。

f1(x− ct) 表示沿 +x 方向传播的波，它的速度为 c，形状可以是任意的，比如一个峰，而不一

定是正弦波，而且在传播过程中不会改变形状。f2(x+ ct) 则表示沿 −x 方向传播的波。
但是我们一般会研究（用复指数表示的）简谐波 f = C1ei(kx−ωt)+C2ei(kx+ωt)，其中 k = ω

c
。这

样的波称为单色波，因为光的颜色是由频率决定的。以后学了傅立叶变换就会知道，即使 f 与时间

的关系不是简谐振动，也可以分解成简谐振动的叠加。

电磁波里面有 E 也有 B，现在解出了 E，然后利用 ∇× E = −∂B
∂t
可以算出 B。

7.5 三维空间中的单色波

虽然猜了这么多解，但是用正经的方法解偏微分方程还是要讲一下的。。

现在来看三维空间中的电磁波。仍然把 E 或者 B 的某个分量记为 f，它满足波动方程

∂2

∂t2
f = c2(

∂2

∂x2
f +

∂2

∂y2
f +

∂2

∂z2
f)

f 是 x, y, z, t 的函数，上面的方程是偏微分方程，如果能把 x, y, z, t 分开，解起来就比较简单。

先把 t 与其他变量分开，仍然设 f 与时间的关系是简谐振动：f = f0(x, y, z)e−iωt。

（f 与位置的关系也可以这样分解，比如 f = f0(y, z, t)eikxx。但是不能把位置和时间同时分解，

因为接下来会看到，kx 与 ω 是有关的。这里我们先固定 ω，然后求 f0(x, y, z) 与 ω 的关系）

这样一来， ∂2

∂t2
f = −ω2f。仍然令 k = ω

c
，那么 ∂2

∂x2 f + ∂2

∂y2 f + ∂2

∂z2 f + k2f = 0。

再把 x, y, z 分开：令 f = X(x)Y (y)Z(z)e−iωt，X,Y, Z 都是只有一个自变量的函数。这样一来，
∂2

∂x2 f = ∂2X(x)
∂x2 Y (y)Z(z)e−iωt = f

X
∂2

∂x2X。同样，
∂
∂y
f = f

Y
∂2

∂y2Y，
∂
∂z
f = f

Z
∂2

∂z2Z。

把它们代入波动方程，就得到了

f

X

∂2

∂x2
X +

f

Y

∂2

∂y2
Y +

f

Z

∂2

∂z2
Z + k2f = 0

1

X

∂2

∂x2
X +

1

Y

∂2

∂y2
Y +

1

Z

∂2

∂z2
Z + k2 = 0
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再定义三个待定系数 kx, ky, kz，要求 k2x + k2y + k2z = k2，上面的式子可以分成三个常微分方程：

1

X

∂2

∂x2
X + k2x = 0

1

Y

∂2

∂y2
Y + k2y = 0

1

Z

∂2

∂z2
Z + k2z = 0

这就是偏微分方程的分离变量，把关于多个自变量的偏微分方程变成关于各个自变量的常微分

方程，然后分别解它们。

这三个方程都是我们熟悉的简谐振动方程，比如 ∂2

∂x2X+k2xX = 0，解得 X = C1eikxx+C2e−ikxx。

最后 f 的解是（f 里面还有 e−iωt，所以现在不用把指数形式改成三角形式）

f = (C1eikxx + C2e−ikxx)(C3eikyy + C4e−ikyy)(C5eikzz + C6e−ikzz)e−iωt

kx, ky, kz 称为波数，现在来看看它们的物理意义。kx 最直接的意义就是 x 方向上波峰的密集

程度。ω 一定的条件下，k 一定，kx 越大，x 方向上的波峰就会越密集，y, z 方向上的波峰则会越

稀疏。如果 ky = kz = 0，那么只有 x 方向有波在传播。如果定义矢量 k = (kx, ky, kz)，称为波矢，

它的方向就是波传播的方向。

7.6 谐振腔

考虑这样一个问题：有一个导体做的长方体箱子，一个角在坐标原点，x, y, z 方向上的长度分

别是 Lx, Ly, Lz，里面有电磁波不断传播和反射，这样的箱子称为谐振腔。现在来看看这些电磁波

是什么样的。

先把 f 改成三角形式，同时去掉只有一个指数的时间部分：

f = (C1 sin kxx+ C2 cos kxx)(C3 sin kyy + C4 cos kyy)(C5 sin kzz + C6 cos kzz)

这个式子中的 kx, ky, kz 对 Ex, Ey, Ez 来说必须相同，但是 C1, C2, . . . , C6 可以不同。先考虑 Ex，

箱子会对它作出怎样的限制呢？因为箱壁是导体，上面没有平行于箱壁的电场。也就是说，Ex|y=0 = 0，

Ex|y=Ly
= 0，所以 Ex 当中只能有 sin kyy，而没有 cos kyy，并且 ky = nyπ

Ly
, ny = 0, 1, 2 . . .。

同样，Ex 当中只能有 sin kzz，而没有 cos kzz，并且 kz = nzπ
Lz
, nz = 0, 1, 2 . . .。

即使电场垂直于箱壁，还有一个高中物理课很少考虑到的条件：在非常靠近箱壁的地方，可以

把箱壁看作无限大平面，附近的电场是匀强的。也就是说， ∂Ex

∂x

∣∣
x=0

= 0， ∂Ex

∂x

∣∣
x=Lx

= 0，所以 Ex

当中只能有 cos kxx，而没有 sin kxx，并且 kx = nxπ
Lx
, nx = 0, 1, 2 . . .。

同样可以得到 Ey, Ez 的限制，最后的结果是

Ex = Ex0 cos kxx sin kyy sin kzz cosωt

Ey = Ey0 sin kxx cos kyy sin kzz cosωt

Ez = Ez0 sin kxx sin kyy cos kzz cosωt

这些式子中把 cosωt 放回去了。可以发现，箱子里的电磁波是驻波，这样上面的边界条件才能
在任何时间都被满足。

【练习】用 ∇× E = −∂B
∂t
算出 B，想一想 B 满足的边界条件。

ω = c
√

(nxπ
Lx

)2 + (nyπ

Ly
)2 + (nzπ

Lz
)2，而 nx, ny, nz 都是整数，所以 ω 只有在特定的频率才能产生

电磁波，它与谐振腔的大小有关。设 Lx, Ly, Lz 中的最大值为 Lmax，那么 ωmin = πc
Lmax
。以后讲量

子力学的时候会知道，这种情况下的能量是量子化的。
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7.7 导体达到静电平衡的速度

我们知道，给导体加上一个电场，它会迅速达到静电平衡，内部没有电荷和电场（表面上可以

有电荷）。这个过程中发生了什么呢？

如图7.3，给导体加上电场 E，在短暂的时间内，导体内会产生电流。按照欧姆定律，j = E
ρ
，ρ

是电阻率。

图 7.3: 吓得电荷都流过去了

（高中学过的欧姆定律是 I = U
R
，而且 j = I

S
，E = U

l
，ρ = RS

l
，所以 j = E

ρ
，这是欧姆定律的

微分形式）

导体的两边会积累电荷，电荷与电流的关系满足 ∇ · j = −∂ρe

∂t
，ρe 是电荷密度。这就是电荷守

恒定律的微分形式，表示某个点增加的电荷是从附近的电流流进来的。（你仍然可以检验一下两边

量纲一样）

在导体的边界上，先看正电荷积累的一边，内侧有 j 流进去，而外侧没有，所以要把上面的方程

改成 −j = −dσe

dt ，σe 是电荷面密度。而负电荷积累的一边，内侧有 j 流出来，方程改成 j = −d(−σe)
dt ，

跟正电荷那边一样。

这些电荷会产生反向的电场 Ei，相当于一个平行板电容器，Ei =
σe

ϵ0
。

（高中学过电容器公式 C = S
4πkl
，而且 ϵ0 =

1
4πk
，U = Q

C
，Ei =

U
l
，σe =

Q
S
，所以 Ei =

σe

ϵ0
）

E 和 Ei 都对电流有影响，刚才 j 的方程要改成 j = 1
ρ
(E − Ei)。把上面的方程联立起来，得

到 σe 满足的微分方程
E

ρ
− σe
ϵ0ρ

=
dσe
dt

（如果你已经背出了它的解，可以跳过接下来的过程）令 x = E
ρ
− σe

ϵ0ρ
，dx = − 1

ϵ0ρ
dσe，方程就

变成了 x = −ϵ0ρdx
dt，解得 x = x0e−

t
ϵ0ρ。

t = 0 时，σe = 0，x0 =
E
ρ
，也就是 E

ρ
− σe

ϵ0ρ
= E

ρ
e−

t
ϵ0ρ，两边的电荷面密度 σe = ϵ0E(1− e−

t
ϵ0ρ )，

总电场 Es = E − Ei = Ee−
t

ϵ0ρ。

可以看出，t 很大时，σe = ϵ0E，E − Ei = 0，导体内没有电场。从数学上看，在有限的时间

内，总电场只能无限接近零，而不可能严格为零。但是在一定的误差范围内，我们可以说它为零。

ϵ0ρ 的量纲是时间，所以把它称为特征时间 τ。每经过时间 τ，总电场就减小为 1
e
。

铜的电阻率 ρ = 2× 10−8 � ·m，所以 τ = 2× 10−19 s，电荷会迅速达到平衡。其他导体的 τ 也

差不多。

7.8 磁单极子

（这些东西只是为了好看放在这里）
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假设磁单极子存在，用 qm 表示它的磁荷。与电荷类比，它受到的洛伦兹力应该是 F = qm(B−
1
c2

v × E)。 1
c2
是为了凑量纲加上去的，负号则是为了让这个公式在洛伦兹变换下不变。可以看出，

qm 的量纲是 [I][T ]。

现在的麦克斯韦方程组是：

∇ · E =
ρe
ϵ0

∇ · B = µ0ρm

∇× E = − 1

c2
jm
ϵ0
− ∂B
∂t

∇× B = µ0je +
1

c2
∂E
∂t

这样看起来就更有对称性了。正是从对称性考虑，许多理论都认为磁单极子应该存在，但是目

前还没有实验能证明它存在。

（接下来我也不知道该讲什么了，可能要讲泊松方程和球坐标系下的分离变量，以及电磁场的

能量、动量和角动量，还有辐射和天线的事情）
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第八章 统计力学

8.1 玻尔兹曼分布

先考虑这样一个问题：假设空气的温度是均匀的，那么空气的密度和压强随高度怎么分布呢？

如图8.1，在高度为 h 处取一小块底面积为 ∆S，高度为 ∆h 的空气作为研究对象，设它的密度

为 ρ，那么它的质量就是 ρ∆S∆h，上下受到的压强分别是 p(h+∆h) 和 p(h)。

图 8.1: 一块空气

这块空气受力平衡，ρ∆S∆hg + p(h+∆h)∆S − p(h)∆S = 0，化简得 ρg∆h+∆p = 0。

我们知道理想气体状态方程 pV = nRT，另一种写法是 pµ = ρRT，µ是空气的平均相对分子质

量，设它随高度是不变的。R叫作普适气体常量，R ≈ 8.31 J/(mol ·K)。两边微分得到∆pµ = ∆ρRT。

（先不管差分算符 ∆ 和微分算符 d 的区别。ρ(h) 和 p(h) 都是 h 的函数，有时候自变量省略不

写）

合起来得到 ∆ρ
ρ

= −µg∆h
RT
，这是一个关于 ρ(h) 的微分方程，解得 ρ = ρ0e−

µgh
RT 。如果 h 是从地

面开始算的，那么 ρ0 就是地面处的空气密度。

温度 T 越高，比例系数 µg
RT
越小，指数衰减就越慢，也就是说分子（比温度低的时候）更容易

出现在高的地方。（方便起见，这里把分子、原子之类的东西都叫作分子）

一个分子的质量 m = µ
NA
，玻尔兹曼常量 k = R

NA
，所以上式也可以写成 ρ = ρ0e−

mgh
kT 。

代入 p 的式子得到 p = p0e−
mgh
kT 。同理可以得到分子数密度 ∆N

∆V
也符合 e−mgh

kT 的分布。也就是

说，高度为 h 处出现一个分子的概率正比于 e−mgh
kT 。设这个概率为 fh(h) = Ae−mgh

kT ，A 是一个比

例系数，这就是分子高度的分布函数，叫作玻尔兹曼分布。

既然它是一个概率，那么各个地方出现分子的概率加起来必须等于 1，也就是
�∞
0
fh(h) dh = 1，

所以 A = mg
kT
。这种乘上一个常数，让概率加起来等于 1 的方法叫作归一化。

8.2 麦克斯韦分布

现在考虑分子速度的分布。速度有 x, y, z 三个分量，先考虑 z 分量。如果高度为 0 的地方有一

个分子的 vz 为 vz0，那么它可以跑到高度为
v2
z0

2g
的地方，并且 vz 变为 0。（只考虑重力作用，忽略

分子之间的作用）
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也就是说，vz 为 vz0，高度为 0 的分子数等于 vz 为 0，高度为
v2
z0

2g
的分子数。设分子的 vz 和

高度的分布函数为 fvz,h(vz, h)，那么 fvz,h(vz0, 0) = fvz,h(0,
v2
z0

2g
)。

然后麦克斯韦做了一个假设：在不同的高度，分子的速率分布是相同的。如果高度为 1m 的分
子中速度为 2m/s 的分子占了 10%，那么高度为 10m 的分子中速度为 2m/s 的分子也占 10%。因
此分布函数可以表示为 fvz,h(vz, h) = fvz(vz)fh(h)，fvz 和 fh 是两个独立的分布函数，现在需要求

出 fvz。

fvz(vz0)fh(0) = fvz(0)fh(
v2
z0

2g
)，代入已知的 fh 得到 fvz(vz0) = fvz(0)e−

mg
kT

v2
z0
2g ，也就是说

fvz(vz) = fvz(0)e−
mv2

z
2kT 。

现在 fvz(0) 相当于一个待定的比例系数，要让
�∞
−∞ fvz(vz) dvz = 1。（刚才是从 0 积到 ∞，因

为分子的高度是从 0 开始算的；现在是从 −∞ 积到 ∞，因为分子的 vz 可正可负）

计算这个积分比较困难，这里直接给出结论：
�∞
−∞ e−x2 dx =

√
π，所以

�∞
−∞ fvz(0)e−

mv2
z

2kT dvz =
√
π
√

2kT
m
fvz(0)，fvz(0) =

√
m

2πkT
。

（现在这些奇怪的积分如果不会算没关系，也用不着背下来，会算一些最简单的积分就行了）

fvz 只包含 vz 的二次项，所以 +vz 和 −vz 对应的 fvz
是一样的。许多只与速度的大小有关，

而与方向无关的东西可以用这一点来检查。

向各个方向运动的分子数是均匀的，所以 fvx 和 fvy 应该与 fvz 一样：fvx(vx) =
√

m
2πkT

e−
mv2

x
2kT ，

fvy(vy) =
√

m
2πkT

e−
mv2

y
2kT 。

把它们乘起来得到 fvx,vy,vz
(vx, vy, vz) = ( m

2πkT
)

3
2 e− 1

kT
1
2m(v2

x+v2
y+v2

z)= ( m
2πkT

)
3
2 e−mv2

2kT ，这就是分

子速度（包括三个分量，或者说大小和方向）的分布函数。

前面的系数目前不是很重要，重要的是后面是一个指数衰减 e−mv2

2kT 。

如果只考虑速度的大小（速率），可以取一个坐标轴为 vx, vy, vz 的三维坐标系，把分子按照

速度放在坐标系里。然后画一个以原点为中心，v 为半径的球面，面积为 4πv2。这个球面上的分

子都满足速率为 v，而球面上的每一点的分子数密度为 ( m
2πkT

)
3
2 e−mv2

2kT ，所以分子速率的分布函数

fv(v) = 4πv2( m
2πkT

)
3
2 e−mv2

2kT 。这就是麦克斯韦速率分布。

如果分子的坐标是 x, y, z，对应的速度是 ẋ, ẏ, ż，那么把坐标的分布函数和速度的分布函数乘

起来就能得到“坐标和速度”的分布函数 f(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) = mg
kT

( m
2πkT

)
3
2 e− 1

kT ( 1
2m(ẋ2+ẏ2+ż2)+mgz)。

8.3 分布函数

可以发现，分子高度的分布函数有一项 e−mgh
kT ，速度的分布函数有一项 e−mv2

2kT 。现在可以猜：

如果一个分子的坐标是 q（多个坐标的情况类似），速度是 q̇，能量是 E(q, q̇)，那么分布函数就是

f(q, q̇) = Ae− E
kT，A 是归一化系数。

如果一个系统（专业一点叫系综）里有很多一样的分子，忽略这些分子之间的相互作用，并且

系统达到热平衡，那么从里面随便取一个分子，它的坐标为 q0，速度为 q̇0 的概率就是 f(q0, q̇0)。可

以看出，温度越高，指数衰减越慢，分子越容易具有较高的能量。

（现在把这一点当作基本假设，但是严格的统计力学是用别的基本假设推出它的。而且它只对

温度和分子数恒定的系统成立）

什么叫热平衡？这个问题现在先不仔细讲。在空气的例子中，热平衡就是各处的温度相同，而

且随便取一小块空气都受力平衡。系统要达到热平衡，那么分子之间的相互作用不可能完全为零，

否则热量就不能从一部分传到另一部分。分子之间的相互作用不可忽略，或者系统没有达到热平衡

的情况比较复杂，我们也不仔细讲。
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8.4 统计平均值

知道分布函数之后，可以算出分子微观性质的统计平均值，它就是物质的宏观性质。

比如空气的例子中，我们来计算分子的平均高度：h =
�∞
0
hfh(h) dh =

�∞
0
hmg

kT
e−mgh

kT dh。这
个积分我们可以学一下：

� ∞

0

xe−x dx =

� ∞

0

x · (− de−x)

= −xe−x
∣∣∞
0
−
� ∞

0

(−e−x) dx

= −xe−x
∣∣∞
0
− e−x

∣∣∞
0

= 1

令 x = mgh
kT
，得到 h = kT

mg
。还可以算出平均重力势能 E =

�∞
0
mghfh(h) dh = kT。这是从地

面到无穷高处的空气的平均重力势能，而且作了很多并不实际的简化。一般我们考虑一个小容器里

的气体时，重力势能是忽略的。

只考虑分子在 x 方向上的运动，可以计算平均动能：Ekx =
�∞
−∞

1
2
mv2xfvx

(vx) dvx。计算这个积
分也比较困难，这里直接给出结论：Ekx = 1

2
kT。

类似地有 Ekx = Eky = 1
2
kT，三维空间中的平均动能 Ek = 3

2
kT。也就是说，每个平动自由度

对应着 1
2
kT 的平均动能。

一摩尔气体的能量 Emol = NAEk = 3
2
RT。它的比热是升高单位温度需要的能量，所以比热

Cmol =
dEmol

dT = 3
2
R。对于只能平动，不能转动的单原子分子，这个结果与实验基本符合，更精确的

结果需要考虑量子效应。

8.5 量子谐振子

上面考虑的都是坐标和能量可以连续分布的情况，但是在量子力学中，能量是离散（不连续）

分布的，这时把上面的积分改成求和就行了。

固体里的分子在平衡位置附近振动，它们的能量可以取 h̄ω, 2h̄ω, 3h̄ω, . . .，h̄ω 是一个单位的能

量。分子的能量为 nh̄ω 的概率 f(n) = Ae−nh̄ω
kT 。

然后确定 A：
∑∞

n=1 f(n) = A e−
h̄ω
kT

1−e−
h̄ω
kT
（高考范围内的等比数列求和），而

∑∞
n=1 f(n) = 1，所以

A = e h̄ω
kT − 1。

计算一个振子的平均能量：

E =

∞∑
n=1

nh̄ωf(n)

= AkT

∞∑
n=1

nh̄ω

kT
e−nh̄ω

kT

= AkT
h̄ω

kT

e− h̄ω
kT

(1− e− h̄ω
kT )2

=
h̄ω

1− e− h̄ω
kT

（
∑
ne−n这样的求和应该也是高考范围内的，但是它有一种黑科技的计算方法：先算出

∑
e−nx，

然后发现
∑
ne−n = − d

dx
∑

e−nx
∣∣
x=1
。类似的黑科技在后面数列那一章会讲）
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一个振子的比热

C =
dE
dT = k(

h̄ω

kT
)2

e− h̄ω
kT

(1− e− h̄ω
kT )2

比热随温度的变化如图8.2：

图 8.2: 越来越热的时候

我们知道 h̄ 很小，而一般情况下 T 很大（物理学中的温度一般是开尔文而不是摄氏度），也就

是说 h̄ω
kT
≪ 1，e− h̄ω

kT = 1− h̄ω
kT
，做一些小量运算可以得到 E = kT，C = k，这与经典理论（比如刚

才空气按高度分布）是一致的。如果温度很低，就要考虑量子效应。

总而言之，统计力学就是先想办法确定系统的分布函数，然后计算分子微观性质的统计平均值，

得到物质的宏观性质。比如很多电荷定向移动形成电流，很多有磁性的分子有序排列形成磁铁。从

力学观点来看，每个分子的运动决定了物质宏观的运动，但是分子太多了，不可能一个个去解它们

的运动方程。然而正是因为分子数很多，可以用统计规律来处理它们。
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第九章 量子力学

不要自学量子力学。

9.1 薛定谔方程

我们先来看看传说中的薛定谔方程：

ih̄ ∂
∂t
ψ = Hψ

它是量子力学最基本的规律，表示系统随着时间的变化，就像牛顿力学中的 F = ma 一样。

ψ 是系统的波函数，它可以是复数或者矩阵之类的。量子力学用波函数来描述系统的状态，就

像牛顿力学用质点的位置之类的来描述系统的状态一样。

（ψ 的英文写法是 psi，传说应该读作赛，p 不发音，就像 π 读作派，ϕ 读作 fài 一样）
H 叫作哈密顿算符。它并不是一个普通的数乘到 ψ 上面，Hψ 其实是一个函数 H(ψ)，但是出

于习惯，直接用乘法来表示。H 可以包含求导之类的操作，也可以是矩阵。薛定谔方程并不能告诉

我们一个系统的 H 是什么，需要用其他方法推导出来。

9.2 氨分子双态系统；定态

氨分子有一个氮原子和三个氢原子，氮原子可以在氢原子的上面或者下面，称为状态 1 和状态

2，如图9.1。

图 9.1: 活泼可爱的氨分子

简单起见，假设氨分子不能移动或者转动，但是因为一些量子效应，它可以上下翻转。

氨分子的波函数是一个二维矢量：ψ =

[
ψ1

ψ2

]
。ψ1 和 ψ2 分别表示它处于状态 1 和状态 2 的概

率幅，它们都是复数。这里说的概率幅并不是概率，具体待会再讲。

而它的 H 是一个矩阵：H =

[
E0 ∆E

∆E E0

]
。E0 是氨分子的能量，就是把几根化学键的键能加

起来得到的能量。∆E 表示翻转所减少的能量，∆E 越大，翻转就越容易。为什么 H 是这样，也要

待会才能明白。
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现在来看薛定谔方程：ih̄ ∂
∂t
ψ = Hψ，前面已经知道它的解可以直接写成 ψ = e−i t

h̄ Hψ0，但是这

么写并没有什么用。我们要分别解出 ψ1 和 ψ2 关于时间的函数，因此把这个矩阵方程写成两个标

量方程：

ih̄ ∂
∂t
ψ1 = E0ψ1 +∆Eψ2 ih̄ ∂

∂t
ψ2 = ∆Eψ1 + E0ψ2

先把问题再简化一点，假设氨分子连上下翻转的量子效应都没有，也就是 ∆E = 0，那么

ih̄ ∂
∂t
ψ1 = E0ψ1 ih̄ ∂

∂t
ψ2 = E0ψ2

可以直接解出 ψ1 = ψ10e−i E0
h̄ t，ψ2 = ψ20e−i E0

h̄ t，ψ10 和 ψ20 是待定的初始条件。

量子力学的另一条基本假设是：我们可以用实验测量一个氨分子在状态 1 还是状态 2，在某个

状态的概率为概率幅的模长的平方。比如在状态 1 的概率 P1 = |ψ1|2 = ψ1ψ
∗
1 = ψ2

10。ψ1 的模长是

不变的，所以 P1 与时间无关，这样的波函数叫作定态。在状态 2 的概率则是 P2 = ψ2
20。既然它是

一个概率，那么 P1 + P2 = 1，对初始条件的要求就是 ψ2
10 + ψ2

20 = 1。

9.3 氨分子振荡；中微子振荡

只有定态就太无聊了，现在来考虑氨分子的翻转。把上面的方程一加一减，得到

ih̄ ∂
∂t

(ψ1 + ψ2) = (E0 +∆E)(ψ1 + ψ2) ih̄ ∂
∂t

(ψ1 − ψ2) = (E0 −∆E)(ψ1 − ψ2)

可以直接解出 (ψ1 + ψ2) = (ψ10 + ψ20)e−i E0+∆E
h̄ t，(ψ1 − ψ2) = (ψ10 − ψ20)e−i E0−∆E

h̄ t。

不妨设初始时氨分子一定在状态 1，ψ1 = 1，ψ2 = 0。那么

ψ1 =
1

2
((ψ10 + ψ20)e−i E0+∆E

h̄ t + (ψ10 − ψ20)e−i E0−∆E
h̄ t)

=
1

2
(e−i E0+∆E

h̄ t + e−i E0−∆E
h̄ t)

=
1

2
(e−i ∆E

h̄ t + e+i ∆E
h̄ t)e−i E0

h̄ t

= cos(∆E
h̄
t)e−i E0

h̄ t

图 9.2: 氨分子转起来了

同理可得 ψ2 = −i sin(∆E
h̄
t)e−i E0

h̄ t。P1 = cos2(∆E
h̄
t)，P2 = sin2(∆E

h̄
t)，如图9.2。可以看出，随

着时间的推移，氨分子在不断翻转，而且始终满足 P1 +P2 = 1。恭喜你！你已经会用量子力学来解

决问题了！

∆E 越大，氨分子翻转得越快。翻转一次需要的时间 τ = h̄
∆E
，它有时间的量纲，至于 2π 之类

的系数在这里并不重要。
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前几年有一个热门的东西叫中微子振荡。中微子分为三种：电子中微子、µ 子中微子、τ 子中

微子，分别用 νe、νµ、ντ 表示。它们可以互相转化，比如一个 νe 飞着飞着就会变成 νµ，原理和上

面的氨分子振荡差不多。在 νe 和 νµ 之间振荡的周期 T = h̄
Eνµ−Eνe

，Eνe
和 Eνµ

分别是 νe 和 νµ 的

能量。

中微子的质量很小，至今都不能确定它是否为零。我们可以测出振荡周期，然后算出中微子的

能量，接着算出质量，这是测量中微子质量的方法之一。

9.4 能级分裂

在上面的例子中，如果设 ψ+ = ψ1+ψ2，ψ− = ψ1−ψ2，那么它们都是定态：ψ+ = ψ+0e−i E0+∆E
h̄ t，

ψ− = ψ−0e−i E0−∆E
h̄ t。

我们可以用实验测量一个氨分子在状态 1 还是状态 2，也可以用另外的实验测量一个氨分子在

状态 + 还是状态 −。知道了状态 1 和状态 2 的概率幅，就能确定系统的波函数；知道了状态 + 和

状态 − 的概率幅，也能确定系统的波函数，相当于选取不同的坐标（专业一点叫表象）来描述这个
系统。

但是状态 + 和状态 − 是什么东西呢？用氨分子的例子可能比较难理解，先看这样一个例子：
有两个相同的单摆，用一根弹簧相连，如图9.3。我们可以让左边的摆单独摆动，也可以让右边的摆
单独摆动，分别叫作状态 1 和状态 2。

图 9.3: 活泼可爱的弹簧摆

但是我们也可以让两个摆一起摆动，有两种不同的方式，如图9.4，相当于刚才的状态 + 和状

态 −。系统的任何运动都可以看作状态 1 和状态 2 的叠加，也可以看作状态 + 和状态 − 的叠加。

图 9.4: 弹簧摆在干奇怪的事情

我们还可以选取更加奇怪的坐标来描述这个系统，但是状态 + 和状态 − 有一个好处：它们是
定态，或者说它们的运动方程互相独立。学到后面就会发现定态会带来计算上的方便。
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回到氨分子的例子，状态 + 的相位是 e−i E0+∆E
h̄ t，而不是 e−i E0

h̄ t。因此可以认为状态 + 的能量

是 E0 +∆E，同理状态 − 的能量是 E0 −∆E。虽然状态 1 和状态 2 的能量是一样的，但是因为它

们可以翻转，产生了一个能量较高的状态和一个能量较低的状态，这种现象称为能级分裂。

如果考虑一些统计力学的知识，我们还会发现，如果很多氨分子相互作用达到热平衡，会有比

较多的氨分子喜欢待在能量较低的状态 −。（事实上 P−
P+

= e 2∆E
kT ，具体的计算非常困难，但是这个

结论符合直觉）

高中化学课可能讲过，原子的电子云重叠的时候会出现一条高能量轨道和一条低能量轨道，原

理和这个差不多。

9.5 一维无限深方势阱

现在我们把一个粒子装在箱子里。粒子的 ψ 是一个复数，在一维情况下，它是位置和时间的函

数 ψ(x, t)。这里的位置和时间都是连续分布的。（如果不是连续分布的就可以写成矩阵）

粒子的 H = − h̄2

2m
∂2

∂x2 + V (x)，其中 − h̄2

2m
∂2

∂x2 相当于动能，V (x) 相当于势能。待会再讲它是怎

么来的，现在先用它来算一些有意思的东西。

如果箱子的长度为 a，V (x) 可以表示为（分界点的等号不用在意）

V (x) =

0, 0 < x < a

∞, x < 0或x > a

这样的势能叫作无限深方势阱。0 < x < a 范围内势能为 0，外面的势能为 ∞，所以说它是无
限深的。从 0 过渡到 ∞ 的图像是一条竖直线，所以说它是方的。注意它是一个一维的函数。
现在来解薛定谔方程：

ih̄ ∂
∂t
ψ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ + V (x)ψ

在势阱里面，V (x) = 0，这是一个齐次方程。正常的量子力学课本会用分离变量法解这个方程，

但是我们只要猜解就行了。我们猜：ψ = Aei(kx−ωt)。

（A 仍然是待定的常量。k 叫作波数，它的量纲与 1
x
相同，不要和弹簧的劲度系数搞混。出于

习惯，ω 前面有个负号，如果学了相对论会更清楚原因）

代入方程得到 ih̄ · −iωψ = − h̄2

2m
· −k2ψ，ω = h̄k2

2m
。这就是 ω 和 k 必须满足的关系。

在势阱外面，无穷大的势能与 ψ 相乘，所以 ψ 必须等于 0。因此可以把 A 相等，k 互为相

反数的两个解叠加：ψ = A(ei(kx−ωt) − ei(−kx−ωt)) = 2iA sin(kx)e−iωt。它满足边界条件：x = 0 时，

ψ = 0。（如果叠加的时候是 ei(kx−ωt) + ei(−kx−ωt)，就不满足这个条件）

另一个边界条件是 x = a 时，ψ = 0，因此 sin(ka) = 0，k = nπ
a
(n = 1, 2, 3, . . . )。（如果 n = 0，

ψ 就恒为 0，没有物理意义。后面还会发现 n 为负数的情况是没用的）

所以，ω = n2π2h̄
2a2m

，ψ = A′ sin(nπ
a
x)e−i n2π2h̄

2a2m
t，其中 A′ = 2iA。

这是粒子在时间 t 出现在位置 x 的概率幅，别忘了概率是概率幅的模长的平方：P = ψψ∗ =

A′2 sin2(nπ
a
x) = A′2 1

2
(1− cos( 2nπ

a
x))。

这个概率必须归一化：
� a

0
P dx = 1（计算这个积分可以用倍角公式），所以 A′ =

√
2
a
，P =

2
a

sin2(nπ
a
x) = 1

a
(1− cos( 2nπ

a
x))，这就是粒子位置的概率分布。n = 1, 2, 3 时，P (x) 如图9.5。

前面说过 e−iωt 中的 ω = E
h̄
，所以粒子的能量 E = h̄ω = n2π2h̄2

2a2m
。我们从小就知道，量子力学

当中的能量不能连续变化，只能取不连续的值，这是微分方程的解所要求的。
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图 9.5: 粒子在方势阱里的位置分布

可以看出，n 越大，E 就越大，粒子越容易跑到势阱中的各个地方，而 n 小的时候粒子不容易

跑到势阱的边上。h̄ 是一个很小的量，我们平常接触到的能量对应的 n 很大，所以没有明显的量子

效应。

粒子位置的统计平均 x =
� a

0
xP (x) dx = a

2
（先用倍角公式，然后拆成奇函数和偶函数），这个

结果符合直觉。

ψ 的量纲与 x−
1
2 相同，这样才能让

�∞
−∞ ψψ∗ dx = 1，右边是概率，是一个无量纲的数。现在

你可以检查一下上面式子的量纲。在其他问题中，ψ 的自变量不同，量纲也会不同。

9.6 动量；动量算符

粒子的平均位置 x =
�∞
−∞ xψψ∗ dx，但是我们一般写成

�∞
−∞ ψ∗xψ dx。

粒子的平均速度是什么呢？在波函数中只有位置，没有速度，但是我们可以定义平均速度 v = dx
dt。

然后进行一些计算：（前方高能，看不懂可以先跳过）

v =
d
dt

� ∞

−∞
ψ∗xψ dx

=

� ∞

−∞

∂

∂t
(ψ∗xψ) dx

（为什么要把 d
dt 变成

∂
∂t
呢？如果有一个函数 f(x, t)，它的全微分 df = ∂f

∂x
dx+ ∂f

∂t
dt，

df
dt = ∂f

∂x
dx
dt +

∂f
∂t
。这里 x 和 t 是独立的变量，dx

dt = 0。如果 x 与 t 有关，就不能这样了。）

=

� ∞

−∞
xψ∗ ∂

∂t
ψ + xψ

∂

∂t
ψ∗ dx

我们要把 ψ∗ ∂
∂t
ψ + ψ ∂

∂t
ψ∗ 变成对 x 的微分，然后对 x 积分才方便。按照薛定谔方程：

∂

∂t
ψ = − i

h̄
Hψ

= − i
h̄
(− h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ + V ψ)

=
ih̄
2m

∂2

∂x2
ψ − i

h̄
V ψ

共轭项则是 ∂
∂t
ψ∗ = − ih̄

2m
∂2

∂x2ψ
∗ + i

h̄
V ψ∗。

所以 ψ∗ ∂
∂t
ψ + ψ ∂

∂t
ψ∗ 中含有 V 的项会消掉，剩下 ih̄

2m
(ψ∗ ∂2

∂x2ψ − ψ ∂2

∂x2ψ
∗)，它还可以写成

ih̄
2m

∂
∂x
(ψ∗ ∂

∂x
ψ − ψ ∂

∂x
ψ∗)。
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现在可以继续算 v，利用分部积分：

v =
ih̄
2m

� ∞

−∞
x
∂

∂x
(ψ∗ ∂

∂x
ψ − ψ ∂

∂x
ψ∗) dx

= − ih̄
2m

� ∞

−∞
(ψ∗ ∂

∂x
ψ − ψ ∂

∂x
ψ∗) dx

= − ih̄
2m

� ∞

−∞
(ψ∗ ∂

∂x
ψ + ψ∗ ∂

∂x
ψ) dx

=

� ∞

−∞
ψ∗(− ih̄

m

∂

∂x
)ψ dx

如果定义粒子的平均动量 p = mv，那么 p =
�∞
−∞ ψ∗(−ih̄ ∂

∂x
)ψ dx，就是把平均位置中的 x 换

成了 −ih̄ ∂
∂x
。−ih̄ ∂

∂x
称为动量算符，用 p̂ 表示。还可以定义位置算符 x̂ 就是 x。

（量子力学经常研究动量，而不是速度。神奇的是，位置与动量的乘积的量纲与 h̄ 相同。）

如果粒子在位置 x 处的概率为 P (x) = ψ(x)ψ∗(x)，动量为 p(x)，那么（对位置的）平均动量

就是 p =
�∞
−∞ ψ∗pψ。然而在量子力学中，我们不能确定粒子在某个位置的动量 p(x)。如果要计算

平均动量，可以对 p̂“计算平均值”。接下来还会讲确定动量的概率分布的方法。

p̂ 并不是一个函数，前面说过，它是一种把一个函数变成另一个函数的变换操作。只有在它的

右边“乘”上一个函数，也就是对这个函数求导，才能得到另一个函数。

现在就知道粒子的 H = − h̄2

2m
∂2

∂x2 + V 是怎么来的了：在牛顿力学中，动能为 1
2
mv2 = p2

2m
，如

果把 p 换成 p̂，就是 p̂2

2m
= − h̄2

2m
∂2

∂x2，这一项代表动能。V 则代表势能，加起来就是总能量。然而

出于习惯，我们用 H 而不是 Ê 表示能量，把它叫作哈密顿算符。

刚才算出了粒子在一维无限深方势阱中的定态波函数：

ψ =

√
2

a
sin(nπ

a
x)e−i n2π2h̄

2a2m
t, 0 < x < a

现在我们假装认真地算一下它的平均动量：

∂

∂x
ψ =

nπ

a

√
2

a
cos(nπ

a
x)e−i n2π2h̄

2a2m
t

ψ∗(−ih̄ ∂
∂x

)ψ = −2inπh̄
a2

sin(nπ
a
x) cos(nπ

a
x)

= − inπh̄
a2

sin(2nπ
a
x)

p =

� a

0

ψ∗(−ih̄ ∂
∂x

)ψ dx

= − ih̄
2a

(1− cos(2nπ))

= 0

上面已经算过 x = a
2
，与 x 无关，其实可以直接知道 p = mdx

dt = 0。

（这个定态的栗子好像举得很无聊，然而不是定态的话有很大的计算量）

9.7 动量与傅立叶变换

（因为章节安排的一些问题，这一节要看过后面的傅立叶变换才能看）

在讲氨分子的时候，可以用状态 1和 2描述氨分子的状态，也可以用状态 +和 −来描述，这两
种方法相当于不同的坐标系，专业一点叫表象。刚才用位置和时间描述粒子的状态，现在还可以用
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动量和时间来描述，也就是把位置表象下的波函数 ψ(x, t) 变换成动量表象下的波函数 ϕ(p, t)。（ψ

和 ϕ 这两个字母容易搞混，但是很多人都在这么写）

ψ(x, t) 可以分解为简谐波 ei(kx−ωt) = eikxe−iωt（先不管振幅），k 是波数，动量 p = h̄k。也就

是说，动量表象就是位置表象的频谱，再乘上一些系数 h̄，而时间的部分不用变。

（p = h̄k 和 E = h̄ω 这两个公式看起来很对称，高中学的应该是 p = hc
λ
和 E = hν）

傅立叶变换的公式是：

g(k) = Fx→kf(x) =
1√
2π

� ∞

−∞
f(x)e−ikx dx f(x) = F−1

x→kg(k) =
1√
2π

� ∞

−∞
g(k)eikx dk

乘上一些 h̄（可以通过换元，也可以凑量纲），就得到表象变换的公式：

ϕ(p, t) =
√
h̄Fx→ p

h̄
ψ(x, t) ψ(x, t) =

1√
h̄
F−1

x→ p
h̄
ϕ(p, t)

=
1√
2πh̄

� ∞

−∞
ψ(x, t)e− i

h̄px dx =
1√
2πh̄

� ∞

−∞
ϕ(p, t)e i

h̄px dp

如果 ψ 已经归一化，那么 ϕ仍然是归一化的：
�∞
−∞ ϕϕ∗ dp = 1。粒子动量为 p的概率 P = ϕϕ∗。

别忘了 ψ(x, t) 的量纲与 x−
1
2 相同，而 ϕ(p, t) 的量纲与 p−

1
2 相同。

我们把这个公式凑出来了，然而具体的计算是很困难的。比如刚才的波函数：

ψ =

√
2

a
sin(nπ

a
x)e−i n2π2h̄

2a2m
t, 0 < x < a

可以算出：（啊。。我想不出简单的栗子，只好硬着头皮讲下去了）

ϕ =
1√
2πh̄

� ∞

−∞
ψe− i

h̄px dx

=

√
a

2h̄

n(1− (−1)ne−i ap
h̄ )

(nπ)2 − (ap
h̄
)2

P = ϕϕ∗

=
a

h̄

2n2 cos2 ap
2h̄

((nπ)2 − (ap
h̄
)2)2

n = 1, 4, 7 时，P (p) 如图9.6。可以看出，动量的概率是偶函数，平均值确实为 0。如果 ψ 是简

谐波，变换之后的 ϕ 就是两个峰，而且是无限高、无限细的 δ 函数；但是 ψ 有 0 < x < a 的范围

限制，所以 ϕ 是两个有一定高度和宽度的峰（n = 1 时合并为一个），旁边还有一些小峰。n 越大，

峰位置的绝对值越大，说明粒子动得越厉害。

图 9.6: 粒子在方势阱里的动量分布

算符在不同的表象下也有不同的样子。动量表象下的动量算符 p̂ 就是 p，而位置算符 x̂ = ih̄ ∂
∂p

（注意这里没有负号，推导过程和刚才差不多）。想要在动量表象下计算平均位置，仍然可以对 x̂“计

算平均值”：x =
�∞
−∞ ϕ∗x̂ϕ dp。
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刚才推导位置表象下的动量算符用到了薛定谔方程。如果不知道薛定谔方程，利用傅立叶变换

也可以推导：

p =

� ∞

−∞
ϕ∗pϕ dp

=
1√
2πh̄

� ∞

−∞

� ∞

−∞
ψ∗e i

h̄px dxpϕ dp

=
1√
2πh̄

� ∞

−∞

� ∞

−∞
ψ∗(−ih̄ ∂

∂x
)e i

h̄px dxϕ dp

=

� ∞

−∞
ψ∗(−ih̄ ∂

∂x
)

1√
2πh̄

� ∞

−∞
ϕe i

h̄px dp dx

=

� ∞

−∞
ψ∗(−ih̄ ∂

∂x
)ψ dx

在简谐波的表达式 ei(kx−ωt) 中，位置和时间看起来是对称的（相差一个负号），动量和能量也

是对称的。既然 p̂ = −ih̄ ∂
∂x
，那么 Ê = ih̄ ∂

∂t
（相差一个负号），这就是薛定谔方程。
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第十章 波动光学

10.1 光波；光屏上的波函数

在波动光学中，几束光射到同一个地方，光强不是简单的相加，而是光波的叠加，可能增强也

可能减弱。（这一章里光强指的是能量通量密度，也就是单位时间、单位面积通过的能量，而眼睛感

受到的光强测量起来更加复杂）

三维空间中的一个光源发出球面电磁波，波函数 ψ(r, t) = A0

r
ei(kr−ωt)，电磁场的每个分量都可

以这样表示。（啊。。这不是量子力学里的波函数，如果是机械波的话 ψ 就是某个点在某个时刻的位

移，电磁波的话就叫波函数好了）

跟前面一样，为了加减的运算方便，把它表示成复指数，但是乘除之前要先取实部。A0

r
是与光

源距离为 r 的某个点上波的振幅，ei(kr−ωt) 则是相位。A0 表示光源的强度，同一个光源的 A0 是相

同的，这一章里先不管它。而且只考虑同一时刻的波，因此也不管 e−iωt。k = 2π
λ
，λ 是波长。在同

一时刻，距离每增加 λ，相位就增加 2π。

振幅与 r 成反比，而光强是振幅的平方，与 r2 成反比，这样才能保证任何一个球面上的能量

通量 Φ = (A0

r
)2 · 4πr2 与 r 无关，能量是守恒的。

如图10.1，在空间中有一个光屏和主光轴，交点为 O。光源 S 在主光轴上，到光屏的距离为 z，

光屏上一点 P 到 O 的距离为 x（以后还会把光屏看作 x− y 平面），那么 r =
√
z2 + x2。

图 10.1: 传说主光轴要画成点划线但是手画很麻烦

接下来要做一个近似：当 x≪ z 时，r = z(1 + x2

2z2 )，这个条件称为傍轴条件，因为光射到的位

置离主光轴很近。这时振幅 A0

r
= A0

z(1+ x2

2z2
)
= A0

z
(1− x2

2z2 )，忽略高阶项，就是
A0

z
。

而相位 eikr = eikzeik x2

2z。第一项 eikz 与 x 无关，可以并到振幅里面去。然而 λ 很小，k 很大，

即使 x 有一点点变化，第二项 eik x2

2z 也有很大的变化，不能再对它做近似。

（非要作近似也可以，当 x2

λz
≪ 1 时，球面波就被近似成了平面波，整个光屏上的相位是一样的。

这种情况称为远场条件）

如果光源不在主光轴上，到主光轴的距离为 x0（在同一个平面上），可以把 x 改成 x− x0。最
后光屏上的波函数是

ψ(x, x0) = Aeik (x−x0)2

2z
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如果有几束光射到同一个地方，它们的波函数可以相加，光强则是波函数之和的模长的平方，

跟量子力学当中波函数与概率的关系差不多。

（要求这几束光是相干的，也就是它们的振动方式一样，这又是一个复杂的问题。现在我们只要

知道，同一个光源发出的光是相干的，被双缝分成两份之后也是）

10.2 双缝干涉

高中物理课本讲过双缝干涉，可以用小角近似的方法算条纹间距（虽然有些版本的课本连公式

都没有讲）。这里用波函数的方法再算一遍。

设两条缝在 ±x0 处，光屏上的波函数 ψ = A(eik (x−x0)2

2z + eik (x+x0)2

2z )，光强则是

F = ψψ∗

= A2(eik (x−x0)2

2z + eik (x+x0)2

2z )(e−ik (x−x0)2

2z + e−ik (x+x0)2

2z )

= A2(2 + eikB + e−ikB)

= A2(2 + 2 cos kB)

= 4A2 cos2 kB
2

其中B =
(x+ x0)

2 − (x− x0)2

2z

=
2x0x

z

F = 4A2 cos2 kx0
z
x

= 4A2 cos2 2π x0
λz
x

所以光强 F 是余弦的平方，周期为 λz
2x0
。而双缝的间距 d = 2x0，所以周期为

λz
d
。不但能算出

两个最亮处或者最暗处的间距，还能算出其他地方的光强。

要强调的是，这些结果只有在傍轴近似下成立，所以只有双缝正对着的一小块地方能看到清晰

的条纹，我们平常看到一大排条纹的图片一般是放大过的。

10.3 无穷远处的波函数

距离为 z 的光屏上有波函数，无穷远处也有波函数。如图10.2左侧，光源是一个一维的物体，有
一根主光轴与它垂直，交点 S 的坐标为 0。物体向无穷远处的各个方向射出平行光（图中只画了一

个方向），与主光轴的夹角为 θ。这一章里 θ ≪ 1。

图 10.2: 射向无穷远，再用凸透镜聚焦
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（注意这里的所有结论都在 θ ≪ 1 时才成立，图中为了清楚把 θ 画得比较大）

物体上可以有很多个点发光，如果一个点与 S 的距离为 x0，它发出的光比 S 处的光少走光程

δr = x0 sin θ = x0θ，相位差为 e−ikx0θ。

用凸透镜可以把一束射向无穷远的平行光聚焦到一个点上。如图10.2右侧，角度为 θ 的平行光

聚焦到点 P，位置 x = f sin θ = fθ，f 是透镜的焦距。把射到 P 点的每条光线的波函数加起来，就

是 P 点上的波函数，也代表无穷远处 θ 方向的波函数。

（这里的平行光是无限宽的，透镜也是无限大的，所以上下移动平行光不会改变聚焦的位置，只

有改变平行光的方向才能改变聚焦的位置。无限宽的平行光和傍轴近似是矛盾的，但是这里就这么

算吧，反正是理想模型。另外，每条光线通过透镜的光程都是相同的，这个问题也不讲了）

高中做双缝干涉的实验时一般不会在屏前面用凸透镜成像。如果用凸透镜成像，观察无穷远处

的光强，结果会怎么样呢？

ψ = A(e−ikx0θ + eikx0θ)

= 2A cos kx0θ

F = ψψ∗

= 4A2 cos2 kx0θ

= 4A2 cos2 kx0
z
x

= 4A2 cos2 2π x0
λz
x

在我们的近似下，结果和有限远处一样，但是计算会简便一些。接下来的问题严格来说都要用

凸透镜来聚焦平行光，但是实验当中经常会直接用屏来成像，只要屏够远，误差不会很大。

10.4 单缝衍射

如图10.3，一条狭缝宽度为 a，里面的每个点都射出光线。我们一般把有限个光源的叠加叫干

涉，而把无限个光源的叠加叫衍射。

图 10.3: 这条缝其实是很细的

计算波函数需要积分：

ψ =

� a
2

− a
2

Ae−ikx0θ dx0

=
iA
k
(e−i kaθ

2 − ei kaθ
2 )

= 2
A

k
sin kaθ

2
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设 α = kaθ
2

= πaθ
λ
，那么 ψ = A sin α

α
。 sin x

x
是一个在光学中经常用到的函数，有些地方叫作读

数函数或者 sincx。
光强则是 F = ψ2 = A2( sin α

α
)2，如图10.4，中间有一个明显的峰，称为零级峰，旁边还有一级峰，

二级峰等等，但是在实验中不容易看到。从图像下面的面积可以看出，零级峰占了总能量的 90%。

图 10.4: 迷之凸起

α 是一个无量纲的数。θ = λ
a
时，α = π，F = 0，所以它是零级峰的半角宽度。注意它是一个

角度，零级峰的宽度还要取决于聚焦用的透镜焦距。增大 λ 或者减小 a，条纹就会变宽。

一般认为缝宽 a 是光波长 λ 的 1
5
到 5 倍时，衍射是比较明显的。可见光的波长是几百纳米，

而实验用的缝宽一般是几微米。

10.5 双缝干涉中的衍射

刚才把双缝干涉的每条缝都当作一个点，实际上它们发出的光也会衍射，有什么影响呢？

一条缝发出的波函数就是 ψ1 = A sin α
α
，另一条缝与它的距离是 d，可以直接乘上一个相位差

e−ikdθ。两条缝的波函数之和是

ψ = ψ1(1 + e−ikdθ)

= 2ψ1 cos kdθ
2

e−i kdθ
2

= 2e−i kdθ
2 A

sinα
α

cos kdθ
2

2e−i kdθ
2 A 是常数，这里不用考虑。设 β = kdθ

2
，那么 F = ψ2 = ( sinα

α
cosβ)2，也就是双缝干涉

的光强乘上了一个单缝衍射的光强。
d
a
= 10时，F 的图像如图10.5。双缝干涉会产生比较密的峰 (cosβ)2，而单缝衍射的因子 ( sin α

α
)2

让远处的峰高度降低。

图 10.5: 峰里有峰

为了清楚，画图时的 d
a
比较小。实验中 a 一般是几微米，而 d 是几毫米， d

a
= 1000，单缝衍

射的零级峰里可以放下更多双缝干涉的峰。再加上小角近似的限制，实验中观察到的干涉条纹只有

最中间那几条，而缝宽对它们几乎没有影响。
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10.6 形状因子与结构因子

现在双缝干涉的波函数可以分成两部分：形状因子 ψf = sin α
α
表示每根缝的形状，结构因子

ψs = cosβ 表示两根缝的位置关系，而 ψ = ψfψs。如果把两根缝换成圆孔或者其他东西，只要改变

ψf；如果增加更多的缝，或者改变缝的相对位置和相对光强，只要改变 ψs。

举个栗子：如果有三根缝分别在位置 0, x1, x2，相对光强分别为 1, 2, 3，可以直接写出 ψ =
sinα
α

(1 + 2e−ikx1θ + 3e−ikx2θ)，形状因子还是单缝，结构因子则是 ψs = 1 + 2e−ikx1θ + 3e−ikx2θ。

我们知道 X 射线衍射可以分辨晶体的结构，而晶体是由许多相同的分子排列成的，衍射图案
可以反映出分子形状和排列方式，把衍射图案分成形状因子与结构因子就是把两者分开。

10.7 光栅

把许多狭缝排在一起就变成了光栅（读作 shān）。设光栅上总共有 N 条缝，每条缝的宽度为

a，缝与缝之间不透光部分的宽度为 b。如果把一条缝平移 d = a + b，就与另一条缝重合，所以我

们用 d 表示缝的距离（而不是 b）。一般的光栅每毫米有几百条缝。

光栅的形状因子仍然是 sin α
α
，而结构因子是等比数列：

ψs = 1 + e−ikdθ + e−2ikdθ + · · ·+ e−(N−1)ikdθ

=
1− e−iNkdθ

1− e−ikdθ

=
e−iN kdθ

2 (eiN kdθ
2 − e−iN kdθ

2 )

e−i kdθ
2 (ei kdθ

2 − e−i kdθ
2 )

= e−i(N−1) kdθ
2

sinNβ
sinβ

其中 β 仍然是 kdθ
2
。N = 2 时，就是上面的双缝干涉。

光强 F = ψψ∗ = ( sin α
α

)2( sin Nβ
sin β

)2。 d
a
= 10, N = 2, 4, 6, 8 时，F 如图10.6。可以看出，N 越大，

条纹越尖锐。

图 10.6: 如果 N 和 d
a
很大的话图片根本看不清

10.8 衍射与傅立叶变换

（这一节也要看过后面的傅立叶变换才能看）

一个一维的物体可以看成亮度关于位置的函数 A(x0)。它可以有些地方发光，有些地方不发光，

发光的地方亮度也可以不一样。无穷远处的波函数可以表示成积分：

ψ(θ) =

� ∞

−∞
A(x0)e−ikx0θ dx0
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而傅立叶变换的公式是：

g(k) = Fx→kf(x) =
1√
2π

� ∞

−∞
f(x)e−ikx dx f(x) = F−1

x→kg(k) =
1√
2π

� ∞

−∞
g(k)eikx dk

可以发现，ψ(θ) =
√
2πFx0→kθA(x0)。在傍轴、无穷远的条件下，衍射就是一个傅立叶变换。

在电脑还不够先进的时候，确实有人做出了这样的光学装置来实现傅立叶变换。

如果忽略双缝的缝宽，它就是两个 δ 函数，变换之后是余弦函数。单缝是一个方形窗，变换之

后是 sin x
x
类型的函数。
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第十一章 量纲分析与原子物理

11.1 量纲

量纲是一种和单位差不多的东西，每个物理量有它的单位，也有它的量纲。我们用方括号大写

字母表示量纲（虽然打草稿的时候肯定不会这么写），常用的量纲有长度 [L]，质量 [M ]，时间 [T ]，

电流 [I] 和温度 [Θ]。（Θ 的读音是 theta，而拉丁文的“温度”是 thermo）
比如长度 l 这个物理量的量纲是 [L]。不管它的单位是米、厘米还是英寸，它的量纲都是 [L]。

再比如公式 F = ma，m 的量纲是 [M ]，a 的量纲是 [L][T ]−2，所以 F 的量纲是 [L][M ][T ]−2。

一个等式两边的量纲必须相等，做完题目之后记得检查这一点。同一个矩阵的元素量纲必须相同，

否则矩阵乘法就没有意义。

下面是一些常见物理量的量纲：

能量 E 与力矩 M [L]2[M ][T ]−2 角动量 L [L]2[M ][T ]−1

引力常量 G [L]3[M ][T ]−2 静电力常量 k [L]3[M ][T ]−4[I]−2

电压 U [L]2[M ][T ]−3[I]−1 电阻 R [L]2[M ][T ]−3[I]−2

电场强度 E [L][M ][T ]−3[I]−1 磁感应强度 B [M ][T ]−2[I]−1

真空介电常量 ϵ0 [L]−3[M ]−1[T ]4[I]2 真空磁导率 µ0 [L][M ][T ]−2[I]−2

【练习】用你熟悉的公式把这些东西推导一遍。现在不用背下来，用得多了就背下来了。

如果你现在不能理解量纲是什么，理解成单位也没问题。

11.2 量纲分析

考虑这样一个问题：在太空中放一个水球，然后戳它一下，由于表面张力作用，它会发生振动，

求振动频率。

首先猜一猜频率可能与哪些物理量有关，这一步需要传说中的“物理直觉”。我们先猜频率 f

与球的半径 r、水的密度 ρ、水的表面张力系数 σ 有关。

（介绍一下表面张力系数：液体与固体或者气体的分界面会产生一个势能 E = σS，叫作表面

能。S 是分界面的面积，液体会尽量减小 S 来使能量最低。）

f 的量纲是 [T ]−1，r 的量纲是 [L]，ρ 的量纲是 [L]−3[M ]，σ 的量纲是 [M ][T ]−2。

设 f = Araρbσc，A 是一个无量纲的系数。等式两边的量纲必须相等，因此对 [L], [M ], [T ] 分

别列出方程： 
a− 3b = 0

b+ c = 0

−2c = −1

解得 a = − 3
2
, b = − 1

2
, c = 1

2
，也就是说 f = A

√
σ

ρr3
。量纲分析并不能确定 A，但是有些问题

中 A 并不重要，只要知道 r, ρ, σ 变化时 f 大致的变化情况就行了。（想想之前讲的复杂度理论）事

实上，用一些流体力学方法可以算出 A 的最小值为 2
√
2。
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我们要相信物理学中的每个系数都是有它出现的原因的，比如 2 通常是 x2 求导留下的，π 通

常在画了一个圆或者球之后出现，至于
√
57π 这样奇怪的系数就没有道理出现在基本的公式里。

如果单位制合适，A 的大小不会跟 1 相差太多。比如你用毫米量一根杆子的长度是 1000 多，

只要改用米来量就和 1 差不多了。

现在回过头一看：ρr3 和质量 m 的量纲是相同的。如果一开始猜 f 与 m,σ 有关，那么这道

题就秒杀了。量纲分析能否成功，以及过程有多复杂会受一开始猜的参量影响，如果参量猜得太多，

方程数量就不够；如果参量猜得太少，就凑不出需要的量纲。

再来看一个复 (zhuang) 杂 (bi) 的例子：把两块无限大的薄导体板放在真空中，根据量子电动
力学，两块板之间会出现一些电磁场的涨落，所以它们会相互吸引，这个效应称为卡西米尔效应。

我们来求吸引力造成的压强。

卧槽这是什么鬼！但是我们要相信，给我们做的题目总是有办法做出来的。因为板是无限大的，

所以它们的质量和面积都没有意义。（两块板之间的吸引力大小也没有意义，但是单位面积的吸引

力、也就是压强是有意义的）而且板是薄的，也就是说它们的厚度没有意义。但是两块板的间距 d

可以当作一个参量。

为了凑出压强的量纲，还要用一些物理常量：这道题与量子有关，所以可能需要普朗克常量 h；

还与电磁场有关，所以可能需要光速 c 和真空介电常量 ϵ0。

（做这样的题目需要一些物理常识。如果题目与相对论有关，可能需要光速 c；如果题目与万有

引力或者广义相对论有关，可能需要引力常量 G；如果题目与分子运动有关，可能需要玻尔兹曼常

量 k。这里的吸引力并不是万有引力）

设压强 p = Adαhβcγϵδ0。（c 和 d 都被用掉了好悲伤）

对 [L], [M ], [T ], [I] 分别列出方程：（p 的量纲是 [L]−1[M ][T ]−2，h 的量纲是 [L]2[M ][T ]−1）

α+ 2β + γ − 3δ = −1

β − δ = 1

−β − γ + 4δ = −2

δ = 0

诶我写到这里才想起来 δ = 0，所以其实我们并不需要 ϵ0。解得 α = −4, β = 1, γ = 1，所以

p = Ahc
d4。

11.3 无量纲数

只有量纲相同的东西才能比较大小，比如你可以说一根棍子比另一根棍子长，但是不能说一根

棍子的长度比另一根棍子的重量大。

事实上，比较物理量大小的本质是比较无量纲数的大小，比如一根棍子的长度 l1 比另一根棍子

的长度 l2 大，就是说无量纲数
l1
l2
> 1。不管用米、厘米还是英寸来量它们的长度，都是第一根棍子

比较长。无量纲数可以描述一个物理系统的性质，而与单位制无关。再比如阻尼振动是欠阻尼、临

界阻尼还是过阻尼，就是由无量纲数 ω0

β
决定的。

sinx, expx 等函数的自变量必须是无量纲数，比如 sinωt，exp− h̄ω
kT
。角度也是无量纲的，比如

角速度 ω 的单位是 rad/s，量纲是 [T ]−1。

在高考中我们经常遇到 t =
√

2h
g
，v =

√
2gh等等，在打草稿的时候可以设 t0 =

√
h
g
，v0 =

√
gh，

那么 t =
√
2t0，v =

√
2v0。计算的时候只要算前面的系数就行了，后面的字母可以根据量纲补上。
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比如 x = vt，那么 x 的系数是 2，后面是 h。a = v
t
，那么 a 的系数是 1，后面是 g。更复杂的例子

等要用的时候再讲。

11.4 精细结构常数；秒杀原子物理题

现在来看看玻尔的氢原子模型。假设原子核与电子之间的力满足库仑定律 F = 1
4πϵ0

e2

r2
，电子的

运动满足牛顿第二定律 F = me
v2

r
，以及量子化条件 mevr = nh̄(n = 1, 2, 3, . . . )。

（h̄ = h
2π

= 1.05× 10−34 J · s，叫作约化普朗克常量，读作 h bar。在原子物理中，频率 f 和角

速度 ω 相差一个系数 2π，所以有时候用 h̄ 比 h 更方便）

解得电子轨道半径 r = 4πϵ0h̄
2n2

e2me
，速度 v = e2

4πϵ0h̄n
，还可以计算出能量 E = 1

2
mev

2 − 1
4πϵ0

e2

r
=

− e4me

2(4πϵ0)2h̄2n2，代入数值可以算出我们熟悉的 E = − 13.6
n2 eV。

（这些物理量的数值在卡西欧计算器上都有，但是卡西欧直接算 e4me 会因为数值太小而报错，

需要拆成两部分来算）

【练习】用能量最低原理和量子化条件把这些东西推导一遍。

有没有简便一点的计算方法呢？我们定义一个无量纲数：精细结构常数 α = e2

4πϵ0h̄c
≈ 1

137
。这

是用 e, ϵ0, h̄, c 能凑出的最简单（指数是整数且最小）的无量纲数。注意我们并没有选电子质量 me，

因为它是电子的特性；而 e 不仅是电子电量，而是电荷的基本单位，它的地位比 me 更基本。

α 里面有一个系数 1
4π
，因为我们经常需要在一个电荷周围画一个球面然后算它的面积，所以为

了方便就把 1
4π
放进去了。

现在我们发现 v = α
n
c，r = (α

n
)−1 h̄

mec
，E = − 1

2
mev

2 = − 1
2
(α
n
)2mec

2。这样一来这些结果的物

理意义就比较清楚，而且比较容易背下来。

mevr = nh̄ 里 n 和 h̄ 是相乘的，所以 α 肯定会与 n 相除。 h̄
mec
是 h̄,me, c 能凑出的最简单的

无量纲数，它叫作电子的约化康普顿波长，讲相对论的时候说不定还会碰到它。

【练习】如果原子核的电量为 +Ze，核外只有一个电子，求电子的轨道半径和能量，想一想要

对 α 作怎样的修改。

11.5 数量级估计

在热学中我们知道单原子气体分子热运动的平均动能 Ek = 1
2
mv2 = 3

2
kT，v =

√
3kT
m

=
√

3RT
µ
。

如果把系数当成 1，我们可以认为 vT =
√

RT
µ
就是分子热运动大致的速度，多原子气体也差不了多

少。温度越高，分子质量越小，热运动就越剧烈。空气的 µ = 29 g/mol，我们认为常温是 T = 300K，
那么 vT = 3× 102 m/s。氢气则有 vT = 1× 103 m/s。（这种估算一般只需要一位有效数字，甚至只
需要数量级）

在量子力学中我们又知道德布罗意波长 λ = h
mv

= hNA

µv
。如果 v = vT，我们把这个波长叫作分

子的热波长 λT，也就是热运动引起的位置不确定程度。空气在常温下 λT = 5× 10−11 m。
而在经典的热学中，空气满足 pV = nRT，设两个空气分子的距离为 d，那么 V = nNAd

3，所

以 d = ( RT
NAp

)
1
3 = 3× 10−9 m。d≫ λT，所以分子之间的量子效应是不显著的。如果温度降低，λT

增大，d 减小，λT 接近甚至超过 d，量子效应就会很显著，这就是传说中的凝聚态物理学研究的东

西。

kT 具有能量的量纲，估算分子的能量时，可以认为温度为 T 时能量就是 kT。

比如我们要估算核聚变的温度，可以认为核聚变就是把两个质子从无穷远处移到碰到一起为

止，这个过程中电势能升高，忽略其他相互作用。但是两个质子之间的距离如果为 0，电势能就会
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变得无穷大，什么叫碰到一起呢？可以认为它们的距离是原子核的大小 d = 10−15 m。现在可以列
出 e2

4πϵ0d
= kT，所以 T = e2

4πϵ0dk
= 1010 K。（kT 是一个还是两个质子的动能就不管了，数量级没有

区别）

为了做这样的题目，平常可以留意一些东西的大致数值，比如水的折射率是 1.33（稀溶液不会差
太多），1 g TNT爆炸的能量是 4×103 J，地磁场的强度是 5×10−5 T，铜的电阻率是 2×10−8 Ω ·m，
樱花瓣飘落的速度是每秒 5 厘米等等，说不定哪天可以用上。（建议背一下地球、月球、太阳、火

星的半径、轨道半径、质量、温度）

11.6 国际单位制

（这些内容可以作为常识了解一下）

国际单位制中有七个基本物理量：长度、质量、时间、电流、温度、发光强度、物质的量。它

们的基本单位分别是米、千克、秒、安培、开尔文、坎德拉、摩尔。

很久以前测量电流比电量更方便，所以基本物理量是电流而不是电量。发光强度表示特定方向

上眼睛感受到的光的强度，它与光携带的能量并不成正比，而要通过复杂的关系来换算，它的量纲

也比较特殊。物质的量专门有一个量纲，但是不太常用。

接下来讲这些基本单位的定义：

铯-133 原子发出的某种电磁波的周期的 9192631770 倍为 1 秒。（当然这些数字不用记得很仔

细）

光在真空中、在 1/299792458 秒内走过的长度为 1 米。

国际千克原器的质量为 1 千克。（国际千克原器是保存在巴黎的一个金属块，是不是很扯蛋）

真空中有两根无限长、无限细的平行直导线，相距 1 米，往里面通等大的电流，当它们受到每

米 1 牛顿的安培力时，通的电流就是 1 安培。

开尔文现在的定义需要一些热力学知识，这里先不讲了。温度有一个特殊之处：其他单位只需

要定义相对值，而不需要定义绝对值，比如 1 米的长度需要我们定义，而 0 米并不需要我们定义。

但是物理学当中存在一个最低温度——绝对零度，我们需要定义 0K 等于这个温度。以前的一段时
间里是这样定义的：一个标准大气压下水的凝固点为 273.15K，沸点为 373.15K，这样既可以确定
0K 这一温度，又可以确定 1K 这一温度差。

0.012 千克碳-12 的原子数为 1 摩尔。
坎德拉的定义比较复杂，这里也不讲了。

近年来许多物理学家希望对上面这些定义作一些修改。特别是千克的定义，很大程度上是人为

规定的。而安培的定义在实际操作中十分困难。

米的定义就比较好：先定义秒，再定义光速 c = 299792458m/s，就有了米的定义。物理学家希
望用这种方式定义其他单位，比如定义普朗克常量 h = 6.63× 10−34 m2 · kg · s−1，就有了千克的定

义。当然三位有效数字是远远不够的，需要用精确的实验手段把 h 测到十几位有效数字，这样的定

义才能被大家同意。类似地可以用元电荷 e 定义安培，用玻尔兹曼常量 k 定义开尔文。新的国际单

位制有望在 2018 年被一帮开会的人通过。
顺便说一下，c 是定义出来的精确值，µ0 = 4π × 10−7 m · kg · s−2 ·A−2 也是，所以 ϵ0 是可以

算出来的精确值。
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第十二章 实验误差

12.1 误差与全微分

我们做实验的时候一般是直接测量一些物理量，用它们算出另一些物理量。比如测得的物理量

是 x, y，算出的物理量 f 可以表示为 f(x, y)。如果 x 的测量值与真实值相差 ∆x，而 y 是准确的，

那么 f 与真实值相差 ∆f = ∂f
∂x
∆x。（这里仍然不管差分算符 ∆、微分算符 d 和偏微分算符 ∂ 的区

别）

如果 y 的测量值与真实值相差 ∆y，而 x 是准确的，那么 ∆f = ∂f
∂y
∆y。同时考虑 ∆x 和 ∆y，

那么 ∆f 就是上面两种情况之和：∆f = ∂f
∂x
∆x+ ∂f

∂y
∆y。

这其实就是对 f 求全微分：df = ∂f
∂x

dx+ ∂f
∂y

dy。
上面说的是知道 x 的测量值与真实值的差，计算 f 与真实值的差。但是 x 与真实值的差实际

上是不知道的，∆x 一般指的是最大误差。（它是一个大于 0 的量，专业一点叫作极限不确定度）

误差可以分为系统误差和偶然误差，系统误差永远向一边偏，偶然误差可以向两边偏。这里我

们主要讨论偶然误差。

考虑最坏情况，f 的误差 ∆f = |∂f
∂x
|∆x+ |∂f

∂y
|∆y。其中 ∂f

∂x
和 ∂f

∂y
取绝对值，也就是说这两个

量即使在公式里相互抵消，计算误差时也不能抵消。

举个栗子，如图12.1，我们用刻度尺测量一个长度 l，两头的读数分别是 x1和 x2，那么 l = x2−x1，
但是 ∆l = ∆x2 +∆x1。

图 12.1: 一把肥硕的尺子

再比如伏安法测电阻，R = U
I
，∆R = 1

I
∆U + U

I2∆I。

注意：用这种方法计算 f(x, y) 的误差，要求 x 与 y 无关。我们的物理课上发生过这么一件事：

用打点计时器测加速度，有人用前半段纸带算一个加速度 a1，后半段纸带算一个加速度 a2，然后

把 a1 和 a2 平均，结果发现误差比想象的大。事实上计算 a1 和 a2 用的一些点是相同的，a1 和 a2

就是相关的，不能直接计算平均后的误差。

两个物理量是否相关有时候并不显然，需要通过实验来检验：测量多组 x 和 y，看看它们之间

有没有什么统计规律。（很多生物实验干的就是这样的事情）
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12.2 绝对误差与相对误差

上面说的误差都是绝对误差，有时还会用到相对误差，比如 x 的相对误差为 |∆x
x
|。（严格来说

分母应该是真实值，我们一般用测量值代替）

我们说的误差有时指绝对误差，有时指相对误差，要看具体情况。几个量加减的时候计算绝对

误差比较方便，几个量乘除的时候计算相对误差比较方便。比如把上面伏安法测电阻的式子除以 R

得到 ∆R
R

= ∆U
U

+ ∆I
I
。

如果 x 是直接测量的量，那么在 ∆x 固定的情况下，x 越大，相对误差越小，所以我们一般要

求被测量大于量程的 1
3
。

但是如果 x是算出来的量，减小相对误差的方法就没有这么显然了。比如上面用刻度尺测长度，

如果想减少 x1 和 x2 的相对误差，可以把东西放在离零刻度线很远的地方量，这样 x1 和 x2 都很

大。但是这样做并没有什么用，因为 l 和 ∆l 都不变，l 的相对误差也不变。

12.3 传感器的灵敏度

现在来看一道题：如图12.2，RT 是一个热敏电阻，温度为 T 时阻值为 RT (T )，
∂RT

∂T
> 0，也

就是说温度越高阻值越大。R0 是定值电阻。V 是理想电压表，内阻无穷大。E 是理想电源，内阻

忽略（有内阻也可以合到 R0 里）。

图 12.2: 一个肥硕的电路

这个电路可以作为温度传感器，V 的示数为 UT (T ) =
ERT

RT+R0
，温度越高，UT 越大。

温度改变 ∆T 时，∆UT = ER0

(RT+R0)2
∂RT

∂T
∆T。我们把 ∆UT

∆T
= ER0

(RT+R0)2
∂RT

∂T
称为传感器的灵敏

度，∆T 相同时，灵敏度越大，∆UT 就越大。
∂RT

∂T
越大，灵敏度就越大，这符合直觉。还可以发现常温下的电阻 RT 越大，灵敏度越小。如

果可以选择不同的 R0，那么 R0 = RT 时灵敏度最大，因为

R0

(RT +R0)2
=

1

R0 +
RT

R0
+ 2RT

12.4 有效数字

上面说了通过被测量的最大误差计算结果的最大误差的方法。有效数字是一种更加方便但不精

确的方法，相当于把绝对误差当成最后一位数字。比如 x = 1.23× 103 其实表示 1.225× 103 ≤ x <
1.235× 103，绝对误差为 0.01× 103 = 10。有效数字从最左边的不为 0 的数字到最右边的数字为止，

这些数字的个数称为有效位数。
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几个量加减的时候有效数字取绝对误差大的，几个量乘除的时候有效数字取相对误差大的（也

就是有效位数少的）。比如 1.23×103+8.9×101 = 1.32×103，而 1.23×103×8.9×101 = 1.1×105。

一般认为幂函数、指数函数、对数函数和三角函数的有效位数就是自变量的有效位数。如果需

要更精确，还是老老实实算导数吧。

如果用同一个仪器测量多组数据，它们的有效位数不同（比如测电流从 1.2A 测到 12.3A），有
时候会统一按照有效位数最多的值计算（传说是为了让结果更好看），更精确的实验会单独计算每

组数据的误差。

画图时坐标轴的有效位数有人认为要与测得的数据相同，有人认为应该根据方格纸的最小刻度

和估读确定，更精确的实验会在每个数据点附近标出它的误差范围。

12.5 误差的来源

x 是测量得到的值，那么怎么确定最大误差 ∆x 呢？偶然误差可以分为两部分：一是统计误差，

也就是多次测量时每次测得的值不同造成的；二是仪器误差，也就是每次测量时仪器的最小刻度等

等造成的。（专业一点叫作 A 类不确定度和 B 类不确定度）
仪器误差比较容易理解，一般取的是仪器的最小刻度，要估读就取估读出的最小刻度。但是也

有一些约定俗成的取法，比如钢尺是 0.1mm，游标卡尺是 0.02mm，螺旋测微器是 0.004mm，秒
表是 0.5 s（人的反应时间）。专业的仪器生产厂商会在仪器上标出仪器误差。
讲统计误差需要一些统计学的知识。比如你用刻度尺测一只虫子的长度，测量 3 次分别是

1.05 cm，1.04 cm，1.06 cm，你觉得不够，再测量 3 次分别是 1.02 cm，1.08 cm，1.05 cm。前 3 次

和总共 6 次的平均值都是 1.05 cm，而且前 3 次的结果相互之间比较接近，统计误差应该比较小。

这里我不打算讲统计误差的计算公式，可以粗略地认为是这些数据的标准差。（也就是方差开

根号，但是严格的定义有所不同）

但是！我们认为测 6 次比测 3 次更好。虽然统计误差变大了，但是真实值更有可能落在误差范

围内。如果只测 3 次，你得到的测量值可能如图12.3，3 次的测量值都比真实值大。而且相互接近，

完全有可能出现这样的偶然情况。（在没有系统误差的前提下）如果增加测量次数，可能会测出偏

小的值，这样真实值就更有可能落在误差范围内。

图 12.3: 一个 RP 不足的同学测出的结果

多次测量取平均值并不能减小仪器误差。比如 x = 1
n
(x1 + x2 + · · · + xn)，而每次测量的仪器

误差 ∆x1,∆x2, . . . ,∆xn 都是 ∆x，那么 ∆x = 1
n
n∆x = ∆x。多次测量取平均值也不一定会减小统

计误差，它的真正意义是让平均值和统计误差变得更合理，接下来仔细讲一下这件事情。

（许多高考实验题的误差范围都是出题人一拍脑袋想出来的，说明他们的物理素养不高）
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12.6 正态分布；置信度

如果对一个物理量进行多次测量，测量值会满足一定的分布。最常见的是正态分布，又叫高斯

分布：（什么你要萝莉分布？我这里没有）

P (x) =
1√
2πσ

e−
(x−x0)2

2σ2

这个式子看起来很厉害，但是不要怕，不要怕，不要怕。它的图像大致如图12.4：

图 12.4: 画得好像不是很对称

如果一个物理量的真实值为 x0，对它进行测量，测量值为 x 的概率就是 P (x)。进行的测量次

数越多，平均值就越接近 x0，标准差越接近 σ，详细的证明以后再讲。（需要很复杂的积分，估计

是有生之年）

x0 和 σ 这两个参量可以确定一个正态分布，x0 确定峰的左右位置，σ 确定峰的宽度。因为概

率的归一化，只要峰的宽度确定了，峰的高度就确定为 1√
2πσ
。

σ 是由被测量、仪器、测量方法等等决定的。比如一只虫子在 1 cm 范围内抖动，你测量它的位
置，∆x 就大约有 1 cm，如果测出来 ∆x 只有 0.01 cm 反而不符合事实，但是我们仍然可以测出虫
子位置的平均值。再比如一根圆柱体的表面凹凸不平，你在不同方向测量它的直径就会得到不同的

值。所以说统计误差不是越小越好，多次测量取平均值可以让平均值和统计误差变得更合理。

事实上不同的仪器有不同的误差分布，正态分布只是一个近似。比如测量长度怎么也不可能小

于 0，但是正态分布在小于 0 的地方还是有的，只是概率很小而已。对一些标准量进行测量可以证

明，正态分布在大多数情况下是很好的近似。比如扔 n 次硬币有 k 次正面朝上的概率为 P (k)（没

错就是二项式分布），当 n 很大时，P (k) 接近正态分布，k = n
2
的地方最大，向两边减少。

如果已知 x0 和 σ，可以求出 x 为某个值 x1 的概率。但是做实验做的其实是相反的事情：已知

测量值 x1, x2, . . . , xn，假设 x 满足正态分布，求 x0 和 σ 分别为某个值 x01 和 σ1 的概率。通过解

含有随机变量的方程可以把 x0 和 σ 的分布函数算出来，但是这个计算很复杂。

知道了 x0 和 σ 的分布，就可以计算置信度 CI，它可以描述测量结果的准确程度。比如置信度
为 95% 表示区间 (x−∆x, x+∆x) 有 95% 的可能性覆盖到了真实值 x0。

置信度与测量次数 n 和最大误差 ∆x 有关，n 越大，或者 ∆x 越大，那么置信度越大。具体的

计算也很复杂，实际工作中一般可以查表。

实验永远不能 100%保证真实值是多少，只能给出这样的一个概率，除非 ∆x无穷大，覆盖整条

数轴。现代粒子物理的置信度一般是 90%或者 95%，火箭之类的精密工程甚至可以达到 99.9999%。
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12.7 仪器的分辨率

仪器的分辨率大致就是最小刻度，也有些地方的定义是最小刻度的倒数。最小刻度不可能无限

减小，总有一些物理规律限制它。（所以分辨率应该是越小越好还是越大越好呢）

光学实验中限制分辨率的一个重要原因是衍射。比如显微镜需要用光照亮物体（或者电子束衍

射之类的），如果用可见光，波长约为 500nm，比波长更小的物体衍射现象就会很明显，看不清楚。
如果减小波长，光的衍射现象会减弱，但是光的动量就变大了，撞到物体上对它的影响会增强，测

量结果会受到量子力学中不确定性原理 ∆x∆p ≤ h̄
2
的限制。

有些实验仪器需要用透镜把光汇聚到一个点上，但是因为衍射，这个点不可能无限小。道理跟

小孔成像是一样的，虽然透镜比小孔大得多，但是衍射现象仍然存在。如果光的波长是 λ，透镜的

大小是 D，焦距是 f，那么衍射范围的大小 d = λf
D
。

这里透镜的大小（专业一点叫线度）可以是圆形的直径、半径，或者正方形的边长等等，只要

量纲是长度就行，先不管前面的系数。可以看出，λ 越大，D 越小，衍射就越明显。

在精密的力学实验中，限制分辨率的一个重要原因是热运动。比如用一把尺子测一根杆子的长

度，要把整个实验装置放到低温环境中，来减小尺子和杆子的热运动。但是！你还记得前面讲的热

波长吗？温度降低，尺子和杆子的热波长就会增大，测量结果仍然受到不确定性原理的限制。

前面说的都是空间分辨率，计时的仪器也有时间分辨率。比如高考范围内的打点计时器每隔

0.02 s 打一个点，如果每两个点的距离相等，我们就认为物体在匀速运动。其实如果物体的速度在
快速变化，而变化的时间小于 0.02 s，用打点计时器是看不出来的。（如果你熟悉傅立叶变换，可以
认为打点计时器过滤了速度的高频分量）

多次测量取平均值可以理解为牺牲时间分辨率来换取空间分辨率。
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第十三章 解析几何

13.1 平面上直线的方程；无穷远处的东西

（接下来好像是高考能用得到的黑科技，但是需要先看前面的线性代数，以及理论力学关于自

由度的内容）

在二维平面上，一个点有两个自由度，也就是说确定它的坐标需要两个参数。无论用直角坐标、

极坐标还是其他奇怪的坐标，要确定一个点在平面上的位置都需要两个参数，而且这两个参数可以

（一一对应地）表示平面上的所有点。（极坐标规定 r ≥ 0，θ ∈ [0, 2π)，且在 r = 0 时 θ = 0，否则

就不是一一对应。其他奇怪的坐标需要更奇怪的定义域）

平面上的一条直线在直角坐标系中可以表示为 Ax+By +C = 0，A,B 不全为 0。这是一个约

束条件，剩下一个自由度，而确定一个点在直线上的位置确实需要一个参数。比如确定了 x，用这

个方程可以解出 y，那么点在平面上的位置就确定了。

为什么说这个方程表示一条直线呢？这就不是数学的问题了，我们可以随便定义“直线”这个

概念。方程 Ax+By+C = 0 放到直角坐标系里看起来是直的，符合我们的直觉。以后我们还会遇

到把 (x− x0)2 + (y − y0)2 = r2 这样的方程称为“直线”的情况。

可以把 Ax + By + C = 0 改写为 ξx + ηy = 1，其中 ξ = −A
C
，η = −B

C
，而且 ξ 和 η 不全为

0。每组 (ξ, η) 对应一条不过原点的直线，也就是说平面上所有不过原点的直线可以用两个参数表

示。上面的 A,B,C 三个参数中，只有两个是独立的。

（ξ 读作 xi，克赛，η 读作 eta，伊塔，它们分别与英文字母 x、y 对应）
但是“不全为 0”和“不过原点”放在这里很不爽！先考虑这样的情况：ξ = η = a > 0，它表

示一条斜着的直线。a 越小，这条直线离原点越远。如果 a = 0，可以认为它表示一条无穷远处的

直线。无穷远处的直线只有一条，不管它是从哪个方向移到无穷远的，都是同一条。

如果 ξ =∞，η =∞，那么它表示一条过原点的直线。但是过原点的直线有无穷多条，好在无
穷大也是有大小之分的，这条直线的斜率 k = − ξ

η
，跟普通直线的斜率定义一样。（虽然我还没讲过

无穷大的严格定义是什么，两个无穷大的比值应该在讲极限的时候讲。k 可能是 0 或者 ∞）
平面上的一个点可以表示为 (x,y)，跟上面对应，x = y = 0时，它就是原点，只有一个；x =∞，

y =∞ 时，它表示一个无穷远处的点，或者说无穷远直线上的点，这样的点有无穷多个。
这样就有了奇怪的对称性：过每个点的直线都有无穷多条，每条直线上的点都有无穷多个，过

两个点的直线有且只有一条，两条直线的交点有且只有一个。（包括原点、无穷远点、过原点的直

线、无穷远直线）

这些无穷远处的东西是射影几何研究的内容，我们以后再讲，一般的解析几何不会考虑。高考

很喜欢在这种地方挖坑。

顺便说一句，一个复数相当于两个实数，所以用一个复参数可以表示复平面上的所有点。
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13.2 空间中平面和直线的方程

在三维空间中，一个点有三个自由度，可以类似地发现方程 Ax+By + Cz +D = 0 表示一个

平面，它是一个约束条件，剩下两个自由度。三维空间中所有不过原点的平面可以用三个参数表示。

它的法向量 n 平行于 (A,B,C)。如果有一个矢量 a 满足 n · a = Aax + Bay + Caz = 0，那么

a 与平面平行。
如果一个不过原点的平面在 x, y, z 轴上的截距分别是 x0, y0, z0，它的方程就是

x
x0

+ y
y0
+ z

z0
= 1，

但是过原点的平面就不能这么算了。（化竞似乎学过一种叫晶格指数的东西）

平面上点到直线的距离是 |Ax0+By0+C|√
A2+B2 ，平行直线的距离是 |C1−C2|√

A2+B2。类似地，空间中点到平面

的距离是 |Ax0+By0+Cz0+D|√
A2+B2+C2 ，平行平面的距离是 |D1−D2|√

A2+B2+C2。这些公式很容易推广到高维空间。

三维空间中的直线需要两个约束条件，比如A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0

也就是两个平面相交得到一条直线。但是如果这两个平面平行，就不能表示一条直线了。（不

考虑无穷远处的东西）

也可以用矢量表示：a + λb，用分量表示就是
x = ax + λbx

y = ay + λby

z = az + λbz

这样用了六个参数 ax, ay, az, bx, by, bz 来确定一条直线，而 λ 用来确定直线上的点。但是把 b
乘上一个倍数，或者把 a 换成 a + b，直线不会改变，这说明有两个参数不是独立的。
在三维空间中表示一条直线只需要四个独立的参数，可以这样想：两点确定一条直线，这两个

点共有六个自由度。但是把第一个点沿着直线移动，直线不会改变，第二个点也是一样，这样就少

了两个自由度，剩下四个自由度。

空间中点到直线的距离好像没有容易背的公式，可以用投影来算。

13.3 三点共线和相关的东西

在平面上，三个点的坐标为 P1(x1, y1), P2(x2, y2), P3(x3, y3)，如果它们共线，可以表示为
y1−y2

x1−x2
=

y1−y3

x1−x3
。但是这样对下标 1, 2, 3 不对称，还会遇到分母为 0 的问题。一种更炫酷的表示方法是∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

如果你熟悉行列式的运算技巧，可以理解为第三行等于 λ 倍的第一行加 1− λ 倍的第二行，也
就是说 P3 在直线 P1P2 上。

现在我们从第一种表示推导第二种表示。设 y1−y2

x1−x2
= y1−y3

x1−x3
= k，那么 kx1 − y1 = kx2 − y2。

设 kx1 − y1 = m，那么 x1 · k
m

+ y1 · − 1
m

+ 1 · −1 = 0。同理，x2 · k
m

+ y2 · − 1
m

+ 1 · −1 = 0，

x3 · k
m

+ y3 · − 1
m

+ 1 · −1 = 0。
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也就是说，存在一组实数 (a1, a2, a3) = ( k
m
,− 1

m
,−1)，它们满足线性齐次方程组

x1a1 + y1a2 + a3 = 0

x2a1 + y2a2 + a3 = 0

x3a1 + y3a2 + a3 = 0

注意在这个方程组中，x 和 y 是已知的系数，a 是未知量。在线性代数那章讲过，要让这个方

程组有解，系数行列式必须为 0，于是就有了三点共线的第二种表示。

举个栗子：已知直线 l 经过 A(1, 2), B(3, 4)，它与直线 y = 5x+ 6 交于 C，求 C 的坐标。（我

编出来的系数就是这么普通）

我们不用算出 l 的方程，直接用行列式来做。设 C(x, 5x+ 6)，

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

3 4 1

x 5x+ 6 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0，把行列式

算出来得到 8x+ 10 = 0，x = − 5
4
，C(− 5

4
,− 1

4
)。

平面上的三个点共有六个自由度，三点共线是一个约束条件，剩下五个自由度。我已经在很多

地方强调过，自由度的数量可以用来判断一道题能不能做出来，一般情况下 n 个方程能且只能解出

n 个未知数。高中物理题有时候会出现多出来的条件，有时候会自相矛盾，更麻烦的是有时候条件

不够，而且真正的高考和竞赛里确实出现过这样的情况，我也不知道该怎么办。

如果把刚才的方程组看成关于 k 和 m 的方程组，那么有两个未知数，但是有三个方程，一般

是无解的，除非出现特殊情况，这里的特殊情况就是三点共线。

如果有三条直线 l1 : ξ1x+ η1y = 1, l2 : ξ2x+ η2y = 1, l3 : ξ3x+ η3y = 1，这三条线共点可以类

似地表示为 ∣∣∣∣∣∣∣
ξ1 η1 1

ξ2 η2 1

ξ3 η3 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

在三维空间中，四点共面可以类似地写成∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

但是如果不熟悉四阶行列式的计算，可能还是先用三个点求出平面的方程，再把第四个点代进

去比较方便。你猜四个平面共点怎么表示？

三维空间中的三点共线和三面共线都相当于两个约束条件，好像没有比较对称的表示方法，如

果有人知道欢迎来告诉我。

13.4 叉积

二维矢量的叉积是一个标量，a× b = axby − aybx。它满足反交换律 a× b = −b× a 和分配律
a× (b + c) = a× b + a× c。
三维矢量的叉积是一个矢量，a× b = (aybz − azby, azbx − axbz, axby − aybx)。它满足反交换律

和分配律，一般不满足结合律。用多了之后这个公式就背下来了。

设 c = a× b，你可以验证一下 c ⊥ a 且 c ⊥ b。在右手系中，c 的方向可以用右手螺旋来判断：
把右手四指指向 a 的方向，然后转向 b 的方向，大拇指的方向就是 c 的方向。
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很多物理公式要用叉积才能严格表示出矢量的方向，比如洛伦兹力 F = qv × B，安培力 F =

IL×B（电流 I 是标量，而 L 的方向是电流方向），力矩 M = r× F 等等。但是如果你习惯用右手
定则左手定则之类的判断它们的方向，那就不用管右手螺旋了，以免搞混。

如果平行四边形的两条邻边分别是矢量 a, b，那么它的面积是 |a× b|（二维情况下是取绝对值，
三维情况下是取模长），三角形的面积要除以 2。

如果平行六面体从一个顶点出发的三条边分别是矢量 a, b, c，那么它的体积是 |a × b · c| =∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣，三棱柱的体积要除以 2，三棱锥的体积要除以 6。

a× b · c 称为矢量三重积，它是一个标量，可正可负。你可以验证一下矢量三重积和行列式的
结果是一样的，并且 a× b · c = b× c · a = −b× a · c。
高考立体几何经常让你算二面角，我个人用的都是建系暴算。知道一个面的两条边对应的矢量，

就能用叉积算出它的法向量，而不用解方程组。如果觉得直接算出来的法向量太难看，可以乘一个

（正的）倍数变得好看一点。而且这样算出来的法向量的方向可以用右手螺旋确定，就不用凭感觉

判断是锐角还是钝角了。算出法向量之后记得在图中对照一下，特别是平行于坐标轴或者垂直于坐

标轴的情况。如果你不熟悉这种做法，可以随便找几道立体几何题试一下。

一条直线把平面分成两部分，设直线上有一点 O，平面上有一点 P，可以用叉积表示 P 在直

线的哪一侧：取平行于直线的向量 n，然后计算 ∆ = OP× n，如果 ∆ > 0，那么 P 在直线的一侧；

如果 ∆ < 0，那么 P 在另一侧；如果 ∆ = 0，那么 P 在直线上。

而左侧和右侧是人为定义的，如果定义 ∆ > 0 的部分是左侧，那么 ∆ < 0 就是右侧。

一个平面把三维空间分成两部分，可以在平面上取两个方向不同的向量 n1, n2，计算三重积

∆ = OP× n1 · n2，然后进行类似的分类。在 3D 的游戏中，我们经常看到一个面的两侧显示不同的
颜色，电脑就是这样判断一个面的两侧的。

13.5 坐标变换的代数性质

平移、旋转不会改变线段的长度，也不会改变两条直线的夹角。如果把坐标轴缩放一下，线段

的长度和两条直线的夹角会改变，但是原来平行的线段仍然平行。

平移、旋转和缩放统称为线性变换，或者叫仿射变换。在线性代数那章讲过，坐标变换对矢量

的效果可以用矩阵表示，但是平移对矢量是没有用的，所以只有旋转和缩放。现在我们考虑点而不

是矢量，平移会改变点相对于坐标原点的位置。平面上的线性变换可以写成x′ = a11x+ a12y + c1

y′ = a21x+ a22y + c2

c1 和 c2 表示平移的效果。

线性变换不会改变曲线的方程的次数，直线变换之后还是直线，二次曲线变换之后还是二次曲

线。事实上，椭圆（包括圆）变换之后还是椭圆，抛物线变换之后还是抛物线，双曲线变换之后还

是双曲线。因此线性变换把所有二次曲线分成了椭圆、抛物线、双曲线三类。（除了一些特殊情况，

或者说退化的情况，包括空集、一个点、一条直线、两条平行直线、两条相交直线）

如果二次曲线的方程是 Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0，设 ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
2A D B

D 2C E

B E 2F

∣∣∣∣∣∣∣，
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δ =

∣∣∣∣∣2A B

B 2C

∣∣∣∣∣，可以这样判断：当 ∆ ̸= 0 时，如果 δ > 0，则是椭圆或者空集（具体是哪种可以配

方试试看）；如果 δ = 0，则是抛物线；如果 δ < 0，则是双曲线；当 ∆ = 0 时，则是退化的情况。

椭圆、抛物线、双曲线分别对应 δ > 0、δ = 0、δ < 0 三种情况，所以二次曲线只有这三类。

线性变换不会改变两条曲线的交点数量，特别是相切的曲线变换之后还是相切。与椭圆有关的

问题可以缩放坐标轴，把它变成一个圆，特别是与平行和相切有关的问题。

有人认为，几何学研究的是变换下的不变性，不同的几何学研究不同的变换。比如欧氏几何研

究长度、角度这些平移、旋转（或者叫正交变换）下的不变性，射影几何研究平行、交比这些射影

变换下的不变性，拓扑几何研究一个面上有几个洞这些拓扑变换下的不变性。而每种变换都是可以

用代数方法描述的，这样就在代数与几何之间建立起了联系。反过来也可以用几何方法来研究代数

问题，比如一些不满足交换律的代数可以用空间中的旋转（或者爸爸和妈妈）表示，对 c 取模的代

数可以用周长为 c 的圆圈表示。这就是传说中的爱尔兰根纲领，是现代数学研究十分重要的方向。

13.6 五个点确定一条二次曲线

刚才讲了平面上二次曲线一般的方程：Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F = 0。如果 A,B, . . . , F

同时乘一个倍数，表示的还是原来的二次曲线，所以这六个参数中只有五个是独立的。因此我们可

以猜：五个点确定一条过这五个点的二次曲线，道理跟两个点确定一条直线差不多。

我们在平面上取五个点 P1, P2, . . . , P5，要求任意三个点不共线。过 P1, P2 作直线 l1，设它的

方程为 l11x+ l12y + l13 = 0。我们把代数式 l11x+ l12y + l13 也称为 l1，也就是说直线 l1 的方程为

l1 = 0。（接下来不区分直线 l1，代数式 l1 和方程 l1 = 0，可以根据上下文判断）然后过 P3, P4 作

l2，过 P1, P3 作 l3，过 P2, P4 作 l4。

现在看这个式子：S = l1l2 + λl3l4，λ 是一个待定系数。这是关于 x, y 的二次式（除了退化的

情况），而且把 P1, P2, P3, P4 代进去都得到 0，也就是说这是一条过 P1, P2, P3, P4 的二次曲线。既

然任意三个点不共线，P5 代进去一般不能得到 S = 0，这时令 S = 0 可以解出 λ，也就确定了这条

二次曲线。所以说，如果五个点中任意三个点不共线，那么有且只有一条二次曲线过这五个点。

用类似的方法可以证明，如果九个点中任意三个点不共直线（或者说一次曲线），并且任意六

个点不共二次曲线，那么有且只有一条三次曲线过这九个点。你可以想想更高次和零次的情况。

在高斯的时代，九个点能否确定一条三次曲线引起过很大的争论，况且实际问题中的九个点一

般会有六个点共二次曲线。这个问题最简单的想法是把九个点代进三次曲线的一般方程，然后用九

个方程解出九个待定系数。然而这九个方程不一定是独立的，这一点用肉眼当然很难看出来，因此

这个问题推动了线性代数的发展，这又是一个代数和几何相结合的例子。

（以后应该专门有一章射影几何，奇怪的空间曲面也要以后再讲）
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第十四章 数列

14.1 差分与求和

如果有一个数列 {an}，可以定义它的差分 ∆an = an−an−1，求和 Σan = a1+a2+ · · ·+an。（它
们是一对逆运算，∆Σan = an。有些地方会定义 ∆an = an+1 − an，这样不太方便。）
比如 ∆n2 = 2n− 1，Σn2 = 1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)。像 n4 + 2n3 + 3n 这样的多项式可以一项一项

差分或者求和，也就是说差分与求和都是线性算符。

差分算符 ∆ 与求和算符 Σ 跟求导算符 d
dx 与积分算符

�
dx 很像。这个积分算符表示的是不定

积分，所以这个求和算符其实是“不定”求和。比如“定”求和
∑62

n=38 n
2 用这个求和算符就要表

示成 Σn2|n=62 − Σn2|n=37。数列差分与求和的时候，下标加减 1 的情况比微积分还要麻烦。

上面的求和是从 1 开始的，其实不一定要从 1 开始，相当于“不定”求和出来的常数换一下，

对计算“定”求和没有影响。

如果要与微积分更像一点，可以把差分与求和写成 ∆
∆n
与 Σ∆n。但是一般情况下 ∆n = 1，所以

可以省略，否则要进行换元。比如 1+3+5+ . . . 可以表示成 Σn∆n，其中 ∆n = 2。令 n = 2m−1，

这样 m = n+1
2
，∆m = 1

2
∆n = 1，而且 m = 1 时 n = 1，这样“不定”求和的起点是一致的。换元

之后就得到 Σn∆n = Σ(2m− 1)∆m = 2 · 1
2
m(m+ 1)−m = m2 = (n+1)2

4
。

14.2 用递推求 Σnp

我们都知道 Σn = 1
2
n(n+ 1)，现在来推导 Σn2。我们不直接考虑 Σn2，而是先考虑 Σn3：

Σn3 + (n+ 1)3 =

n+1∑
k=1

k3

=

n∑
k=0

(k + 1)3

=

n∑
k=0

(k3 + 3k2 + 3k + 1)

= Σn3 + 3Σn2 +
3

2
n(n+ 1) + (n+ 1)

（两边的 Σn3 可以消掉，
∑n

k=0 1 = n+ 1）

3Σn2 = (n+ 1)3 − 3

2
n(n+ 1)− n− 1

Σn2 =
n3

3
+
n2

6
+
n

2

=
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)

用类似的方法，对任何正整数 p，如果知道 Σn,Σn2, . . . ,Σnp−1，就能求出 Σnp。这是一种递

推的方法，而且第二步打开 (k + 1)p+1 需要计算组合数，当 p 增大的时候需要很大的计算量。
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【练习】证明 Σn3 = 1
4
n2(n+ 1)2。

并没有简单（复杂度与 p 无关）的公式可以计算 Σnp。如果 p 是实数甚至复数，问题就更复杂

了。传说中的黎曼 zeta 函数就是 ζ(z) =
∑∞

k=0 k
z，在现代数学中十分重要。一个简单的结论是：z

是实数且 z < −1 时，ζ(z) 收敛；z ≥ −1 时，ζ(z) 发散。

14.3 降幂；离散微积分

再来讲另一种计算 Σnp 的方法。先定义一个“降幂”运算：np = n·(n−1)·(n−2)·· · ··(n−p+1)，

其中 n 是实数，p 是正整数。比如 n4 = n(n− 1)(n− 2)(n− 3)。（也可以定义“升幂”，但是不常用）

然后我们发现了喜闻乐见的事情：∆np = p(n− 1)p−1，Σnp = 1
p+1

(n+1)p+1。这两个公式和微

积分里的差不多，但是要注意 n 的加减。

举个栗子，∆n3 = n(n− 1)(n− 2)− (n− 1)(n− 2)(n− 3) = 3(n− 1)(n− 2) = 3(n− 1)2。直

接计算降幂的求和可以用一加一减的技巧，比如

Σn2 = 2 · 1 + 3 · 2 + · · ·+ n(n− 1)

=
1

3
(3 · 2 · 1− 2 · 1 · 0 + 4 · 3 · 2− 3 · 2 · 1 + · · ·+ (n+ 1)n(n− 1)− n(n− 1)(n− 2))

=
1

3
(n+ 1)n(n− 1)

=
1

3
(n+ 1)3

因为求和的下限是 2，这个结果在 n ≥ 2 时成立，n = 1 时要另外讨论。

组合数中经常出现 n · (n− 1) · (n− 2) . . . 这样的式子，如果你熟悉组合数的公式，可以推导出

这两个公式。

降幂的差分与求和容易计算，但是把普通的幂转换成降幂是不容易的，可以用类似于整式除法

的方法，比如 n2 = n2 + n1，n3 = n3 + 3n2 + n1，n4 = n4 + 6n3 + 7n2 + n1。

有兴趣的同学可以把 Σn3,Σn4 推导一遍，还可以检验一下这种方法的复杂度和递推是一样的。

到现在为止 p 是正整数，如果 p 是 0 或者负整数怎么办呢？因为 np

np−1 = n− p+ 1，令 p = 1，

得到 n1

n0 = n，所以 n0 = 1。类似地可以定义 n−1 = 1
n+1

, n−2 = 1
(n+1)(n+2)

, . . .

上面的差分与求和公式仍然成立，现在直接计算降幂的求和可以通过裂项，比如

Σn−3 =
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ · · ·+ 1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

=
1

2
(

1

1 · 2
− 1

2 · 3
+

1

2 · 3
− 1

3 · 4
+ · · ·+ 1

(n+ 1)(n+ 2)
− 1

(n+ 2)(n+ 3)
)

=
1

2
(
1

2
− 1

(n+ 2)(n+ 3)
)

这里求和的下限是 0。因为是“不定”求和，可以去掉括号中的 1
2
，得到 Σn−3 = 1

−2
· 1
(n+2)(n+3)

=
1
−2

(n+1)−2。在计算“定”求和时仍然要注意边界，比如 1
1·2·3+

1
2·3·4+· · ·+

1
(n−2)(n−1)n

= Σk−3|k=n−3−
Σk−3|k=−1 =

1
−2

(0−2 − (n− 2)−2) = 1
−2

( 1
1·2 −

1
(n−1)n

)。

但是！p = 0 时，∆np = ∆1 = 0。p = −1 时，Σnp = 1
1
+ 1

2
+ 1

3
+ . . .，没有简单的表示方法，

我们把它叫做调和级数 Hn。它们是特殊情况。

上面讲的是幂函数的差分与求和，而对于指数函数，∆qn = (q − 1)qn−1，Σqn = 1
q−1

qn+1。

当 n 很大时，np 的增长速度与 np 差不多，也就是说它们的相对误差趋于 0。（当然绝对误差

会越来越大）而 Hn 的增长速度与 lnn 差不多，对应
�

1
x

dx = lnx。
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如果令 n → ∞，∆k → 0，而 n∆k 为恒定值 a，那么求和
∑n

k=0 f(k)∆k 将会趋于积分� a

x=0
f(x) dx，这就是高考当中微元法的理论基础。（黎曼积分之类的严格定义以后再讲）

14.4 阿贝尔变换；分部求和

数列的乘积的差分也有与微积分中对应的公式，也就是阿贝尔变换：

∆(anbn) = anbn − an−1bn−1

= anbn + anbn−1 − anbn−1 − an−1bn−1

= an(bn − bn−1) + bn−1(an − an−1)

= an∆bn + bn−1∆an

也可以写成 an−1∆bn + bn∆an。这里也用了一加一减的技巧。与分部积分对应的则是

Σan∆bn = anbn − Σbn−1∆an

举个栗子：

Σnqn∆n =
1

q − 1
Σn∆qn+1

=
1

q − 1
(nqn+1 − Σqn∆n)

（注意后面的求和不是 Σqn+1）

=
1

q − 1
(nqn+1 − 1

q − 1
qn+1)

=
q

(q − 1)2
((q − 1)n− 1)qn

高考范围内应该会用作差法算这个求和，这样分部求和的计算量其实差不了多少，方便之处在

于跟微积分中计算
�
xex dx 的套路一样。而且先算“不定”求和，最后再考虑上下限，可能比每一

步都考虑上下限方便一点。

再举个复杂一点的例子：

Σn23n∆n =
1

2
Σn2∆3n+1

=
1

2
(n23n+1 − Σ3n∆n2)

=
1

2
(n23n+1 − Σ3n(2n− 1)∆n)

=
1

2
n23n+1 − nΣ3n∆n+

1

2
Σ3n∆n

=
1

2
n23n+1 − 3

4
(2n− 1)3n +

1

4
3n+1

=
3

2
(n2 − n+ 1)3n

【练习】求 Σn2( 1
2
)n，然后证明

∑∞
n=1 n

2( 1
2
)n = 6。

遗憾的是，微积分中比值的导数和复合函数的导数，在数列中没有好看的公式与之对应。
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14.5 多重求和与交换顺序

多个求和号放在一起，默认从右往左计算。如果两次求和的上下限与被求和的变量无关，那么

它们的顺序是可以交换的，比如

imax∑
i=imin

jmax∑
j=jmin

aij =

jmax∑
j=jmin

imax∑
i=imin

aij

其中 imin 和 imax 都是常数，与 j 无关；jmin 和 jmax 也与 i 无关。这其实就是加法交换律。

上下限与被求和变量有关的情况就比较麻烦。比如

4∑
i=1

i∑
j=1

aij =

4∑
j=1

4∑
i=j

aij

从图14.1中可以看出，等号左边表示一行一行加起来，右边则表示一列一列加起来。

图 14.1: 把三角形里面的东西求和

现在来对前面的调和级数再进行一次求和：

ΣHn−1 =

n−1∑
i=1

i∑
j=1

1

j
=

n−1∑
j=1

n−1∑
i=j

1

j
=

n−1∑
j=1

n− j
j

=

n−1∑
j=1

(
n

j
− 1) =

n∑
j=1

(
n

j
− 1) = nHn − n

（j = n 时 n
j
− 1 = 0，但是把上限从 n− 1 改为 n 会让结果好看一些）

所以 ΣHn−1 = nHn − n，它对应
�

lnx dx = x lnx− x。n = 5 时，可以用图14.2来表示。

图 14.2: 把调和级数排成三角形

（用分部求和也可以算出这个结果，我只是想给多重求和举个栗子）
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14.6 差分方程

差分方程其实就是我们平常说的递推式，它与微分方程有许多相似的地方。（建议先看前面微

分方程的内容）

比如解二阶线性常系数齐次差分方程（现在你应该可以猜出这一长串名字是什么意思了）

an+2 + pan+1 + qan = 0

有些地方会让我们算“特征方程”λ2+pλ+ q = 0，为什么要这样做呢？其实我们先猜 an = λn，

代入方程得到 λn+2 + pλn+1 + qλn = 0，除以 λn 就得到这个特征方程。

解出两个根 λ1 和 λ2，通解就是 an = Aλn
1 +Bλn

2，可以通过边界条件确定 A 和 B。

如果 λ1 和 λ2 是复数，数列就会出现周期性。如果 λ1 = λ2，就要重新猜解：an = (An+B)λn。

跟前面阻尼振动的讨论一样。

（差分方程要讲的只有这么多，各种奇怪的非线性差分方程就不讲了，很多书上都有）

14.7 数列在不动点附近的收敛

高考经常会出这样的题：已知 an+1 = f(an)，求证 Σan < S，S 可能是常数或者 n 的函数。

其中的函数 f(x) 一般有不动点 x0，也就是说 f(x0) = x0。如果你偷偷按过计算器，会发现 an

收敛到 x0，否则这道题就没法做了。不动点可能不止一个，一般 an 会收敛到最近的那个。为了方

便，可以移动坐标原点让 x0 = 0，也就是说 f(0) = 0。

如果 |an| ≪ 1，可以把 f(an) 作泰勒展开：an+1 = f(an) = k1an + k2a
2
n + . . .，取最低阶近似

得到 an+1 = k1an，k1 = f ′(0)。如果 k1 < 1，an 就近似是一个收敛的等比数列，然后再求和。

但是初始条件可能不满足 |a1| ≪ 1，这时可以先算出前几项，再把剩下的近似成等比数列。只

要这道题的答案是存在的，我们总可以放掉有限项，剩下的近似成等比数列。如果放掉的项数太多，

超出了手算的能力，那就要考虑其他思路，比如裂项或者整体代换。

（|an| ≪ 1 到底要多小，很难作出准确的描述。即使 an 很小，泰勒级数后面的无穷多项加起来

也可能有比较大的影响，这里就不仔细讲了）
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第十五章 傅立叶分析

跟我读：傅立叶就是爱好大半夜在数字电视上看笨蛋测验召唤兽

第四卷，但这样做注定会为顺利订购必胜客外卖制造致命障碍。

15.1 用三角函数拼出奇怪的东西

一个三角函数（这里指正弦函数或者余弦函数）的图像我们都很熟悉，两个相同频率的三角函

数加起来还是相同频率的三角函数。但是把不同频率的三角函数加起来，图像就会变复杂。比如

f(x) = sinx+ 2 sin 2x+ 3 sin 3x+ 4 cos 4x+ 5 cos 5x，它的图像如图15.1。

图 15.1: 一坨三角函数

把无穷多个三角函数加起来会变成一个方波：

f(x) =
4

π

∞∑
n=0

1

2n+ 1
sin(2n+ 1)x =

4

π
sinx+

4

3π
sin 3x+

4

5π
sin 5x+ . . .

虽然这个式子又有无穷级数又有 π，但是不要怕，待会就要讲它是怎么算出来的。图15.2分别
是前 3、6、10 项的图像。可以证明，如果把无穷多项加起来，图像就会无限接近方波。

图 15.2: 越来越有方波的感觉了

这个方波的振幅为 1，最小正周期为 2π。改变振幅只要乘一个常数就行了。如果要把最小正周

期改成 T，可以把 x 改成 2π
T
x。它是一个奇函数，所以只用了正弦，如果改成余弦就能拼出偶函数。

实际情况下不可能真的算出无穷多项，但是越后面的项振幅 4
(2n+1)π

越小，而实际情况总会允

许一定的误差，算到误差范围之内就不用继续算了。
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用不同的系数，还可以拼出三角形：

f(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
cos(2n+ 1)x =

π

2
− 4

π
cosx− 4

9π
cos 3x− 4

25π
cos 5x− . . .

前 5 项如图15.3。

图 15.3: ΛΛΛΛΛΛ

这里有一项常数 π
2
，因为 f(x) 以 π

2
为中心，上下变化。如果没有常数，就只能以 0 为中心。

事实上，任何“好看”的周期函数都可以用一些（可能是无穷多个）三角函数加上一个常数“拼

出来”。这个“好看”的意思要以后再讲，现在我们只要知道，连续函数或者在有限个点断掉的函数

都可以（比如方波其实是在两条横线之间断掉），而 1
x
这样爆掉的函数就不行。至于“拼出来”是

什么意思也要以后再讲。这样的级数就叫做傅立叶级数。

把任何函数表示成三角函数的和有一个好处。前面微分方程那里讲过，线性常系数非齐次微分

方程（比如 x′′ +2βx′ +ω2
0x = f(t)）的右边表示系统受到的外力。外力为三角函数的情况我们已经

会解了，而外力是其他函数的情况就没有这么容易解。

但是我们知道，如果 x′′ + 2βx′ + ω2
0x = f1(t) 和 x′′ + 2βx′ + ω2

0x = f2(t) 都可以解出来，那么

x′′ + 2βx′ + ω2
0x = f1(t) + f2(t) 的解可以直接通过线性叠加得到。因此可以把外力表示成三角函数

的和，分别算出每个三角函数对应的解，然后线性叠加。

如果要研究电子元件中不同频率的交流电或者电磁波，也会用到傅立叶级数。打电话的时候会

有嘶嘶的噪音，这些噪音的频率比说话声音的频率高，要除去噪音也可以用傅立叶级数。甚至地心

说当中用多个圆轨道（本轮、均轮）来近似表示天体的椭圆轨道，也有这样的思想。

15.2 算出傅立叶级数

简单起见，只考虑周期为 2π 的函数，其他周期函数可以在 x 前面乘系数来把周期变成 2π。已

知一个函数 f(x) 的解析式，现在要把它表示为

f(x) =

∞∑
n=1

an sinnx+

∞∑
n=1

bn cosnx+ c

要算出 f(x) 的傅立叶级数，关键是确定 an, bn, c 这些系数。先来看这个积分：

� π

−π

sinmx sinnx dx

其中 m,n 都是整数。用复变函数那里讲过的方法可以算出，如果 m = n，那么积分为 π，否
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则为 0。此外，

� π

−π

cosmx cosnx dx =

π, m = n

0, m ̸= n� π

−π

sinmx cosnx dx = 0

� π

−π

1 · sinnx dx =

� π

−π

1 · cosnx dx = 0

所以我们可以干一件神奇的事情：计算
� π

−π
sinmxf(x) dx，结果就是 πam。bm 则可以乘 cosmx

来确定。另外，
� π

−π
f(x) dx = 2πc。所以傅立叶级数是

f(x) =

∞∑
n=1

(
1

π

� π

−π

sinnxf(x) dx
)

sinnx+

∞∑
n=1

(
1

π

� π

−π

cosnxf(x) dx
)

cosnx+
1

2π

� π

−π

f(x) dx

（这个公式又有积分又有求和可以拿来装逼）

至于怎么算出这些积分，不是我们现在关心的事情。即使知道 f(x) 的解析式，这些积分也不

一定能用初等函数表示。实际情况下我们可能连 f(x) 的解析式都不知道，只能用实验来拟合，而

这些积分也只要算出近似值。近似计算积分的方法我们以后再讲。

现在可以算出前面方波的傅立叶级数：

f(x) =

−1, −π < x < 0

1, 0 < x < π

an =
1

π

� π

−π

sinnxf(x) dx

=
2

π

� π

0

sinnx dx

=

0, n mod 2 = 0

4
nπ
, n mod 2 = 1

根据奇偶性可以直接看出 bn = 1
π

� π

−π
cosnxf(x) dx = 0，c = 1

2π

� π

−π
f(x) dx = 0，这样就算出

了前面的式子。

如果 f(x) 不是周期函数，这种方法会把它强行变成周期函数。比如 f(x) = x，会变成

f(x) =


f(x+ 2π), x ≤ −π

x, −π < x ≤ π

f(x− 2π), x > −π

= 2

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sinnx = 2(sinx− 1

2
sin 2x+

1

3
sin 3x− . . . )

前 5 项如图15.4。（因此上面方波的解析式我没写 (−π, π) 以外的东西）

15.3 函数的内积与正交

你有没有觉得这件事情很神奇：
� π

−π
sinmxf(x) dx可以把 f(x)中除了 sinmx的项全部变成 0，

只剩下 sinmx 对应的系数。现在我们来更深刻地理解这件事情。
如果两个函数 f(x), g(x)的定义域都是 [a, b]，可以定义它们的内积 ⟨f(x), g(x)⟩ =

� b

a
f(x)g(x) dx。

内积是一种把两个函数变成一个实数的操作。
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图 15.4: 就是把 (−π, π) 以内的东西往两边复制

不仅是函数，其他东西也可以定义内积，比如两个实数的内积就是乘积，两个矢量 a, b 的内积
就是 a · b。
对于二维矢量，⟨a, b⟩ = axbx + ayby。推广到 n 维矢量，⟨a, b⟩ =

∑n

i=1 aibi（用前面讲过的爱

因斯坦求和约定，就是 ⟨a, b⟩ = aibi）。可以看出，函数内积就是把矢量内积的求和改成积分。

如果两个矢量的内积为 0，说明这两个矢量垂直。如果两个函数的内积为 0，我们说这两个函

数“正交”，就是垂直的意思。sinmx 与 1 和 cosnx 都正交，与 sinnx(m ̸= n) 也正交。

我们可以用三个相互正交的矢量 x, y, z（它们的模长不一定是 1）作为坐标轴，建立三维直角

坐标系，然后算出任何一个三维矢量 a在各个坐标轴上的分量，也就是把 a表示为 a1x+a2y+a3z。
现在可以这样理解傅立叶级数：用 sinx, sin 2x, sin 3x, . . . , cosx, cos 2x, cos 3x, . . . , 1 这无穷多

个相互正交的函数作为坐标轴，建立一个无穷多维的直角坐标系，然后算出任何一个函数 f(x) 在

各个坐标轴上的分量，就是 an, bn, c 这些系数。

也就是说，所有定义域为 [a, b] 的“好看”的函数构成一个线性空间，这个空间里的每个点对

应一个函数。一个矢量在不同的坐标系里有不同的分量，但是矢量还是原来的矢量。同样，an, bn, c

这无穷多个系数表示的就是原来的函数。还可以把这个函数表示为泰勒级数
∑∞

n=0 anx
n，这些系数

an 表示的仍然是原来的函数，只是换了一个“坐标系”而已。

怎么算出这些分量呢？矢量 a 在 x 上投影的长度是 ⟨a,x⟩√
⟨x,x⟩
，与 |x| 无关。但是把 x 作为一根坐

标轴的时候，a 在 x 上的分量是 ⟨a,x⟩
⟨x,x⟩，|x| 越大，分量越小。这里 |x| 不一定是 1，它表示坐标轴上

的单位长度。这样应该很容易理解 an = ⟨f(x),sinnx⟩
⟨sin nx,sin nx⟩。

（说句题外话：记数法就是用线性空间来表示实数。比如十进制记数法中的个位、十位、百位

……以及十分位、百分位……可以看成无数条坐标轴，每条坐标轴上的分量可以是 0, 1, 2, . . . , 9 这

些数字。十进制和二进制可以表示同一个数，只是换了一个“坐标系”。）

15.4 复指数形式的傅立叶级数；傅立叶变换

傅立叶级数中三角函数的频率都是整数（这里不区分频率和角频率，就是 sinωx 中的 ω）。如

果改成实数会怎么样呢？容易想到，前面的求和要改成积分，这就是傅立叶变换。（有些地方会把傅

立叶级数也叫傅立叶变换，因为它实在太有名了）

先把傅立叶级数中的三角函数用复指数来表示，也就是 f(x) =
∑∞

n=−∞ aneinx，这样正弦、余

弦和常数项就不用分开讨论了。现在 f(x) 和 an 可以是复数，但是自变量 x 还是实数，x 是复数的

情况以后再讲。

内积的定义也要作一些补充：⟨f(x), g(x)⟩ =
� π

−π
f(x)g∗(x) dx，∗ 表示共轭复数。这样内积就不

满足交换律了，⟨f(x), g(x)⟩ = ⟨g(x), f(x)⟩∗。如果 f(x) 和 g(x) 都是实数，内积还是和原来一样。



第十五章 傅立叶分析 89

这样才能保证 ⟨eimx, einx⟩ =

2π, m = n

0, m ≠ n
，an = ⟨f(x),einx⟩

⟨einx,einx⟩。

（顺便说一下，即使 f(x) 是负数或者复数，⟨f(x), f(x)⟩ 总是非负实数，跟绝对值或者模长的性
质一样，我们可以定义函数 f(x) 的模长是

√
⟨f(x), f(x)⟩）

如果 f(x) 的最小正周期是 T，傅立叶级数要改成（求和后面的 ∆n 原来是省略的）

f(x) =

∞∑
n=−∞

anein 2π
T x∆n

an =
⟨f(x), ein 2π

T x⟩
⟨ein 2π

T x, ein 2π
T x⟩

=

� T
2

−T
2

f(x)e−in 2π
T x dx

� T
2

−T
2

ein 2π
T xe−in 2π

T x dx

=
1

T

� T
2

−T
2

f(x)e−in 2π
T x dx

令 k = n 2π
T
，∆n = T

2π
∆k。这样 ∆n 中有 T，an 中有

1
T
，两者可以消掉。令 g(k) = Tan，傅

立叶级数变成 f(x) =
∑∞

k=−∞ g(k)eikx∆k。

现在终于可以把求和改成积分：f(x) =
�∞
−∞ g(k)eikx dk，g(k) = 1

2π

�∞
−∞ f(x)e−ikx dx。

傅立叶变换中的 f(x) 是非周期函数，也就是 T → ∞，而固定 ∆n = 1，所以 ∆k → 0。g(k)

称为 f(x) 的频谱。它是 k 的函数，与 x 无关。一些播放音乐的软件显示出的频谱（比如跳来跳去

的柱子）就是它。

（一般 k 是波数，x 是位置。这里就当 k 是频率，x 是时间好了）

举个栗子：f(x) = e− 1
2x

2 sin 10x，经过一些困难的计算可以得到 g(k) = − i
2
e− 1

2k
2−50(e10k−e−10k)，

如图15.5。

图 15.5: 一下子举不出更简单的栗子，计算过程就不在这里讲了

我们来理解一下这个图像。首先，⟨f(x), eikx⟩ =
�∞
−∞ f(x)e−ikx dx，积分的上下限是无穷大，只

有 x→ ±∞ 时 f(x)→ 0，并且速度比 x−1 更快，这个积分才存在，这样的函数才能进行傅立叶变

换。所以 sin 10x 这样的周期函数反而不能进行傅立叶变换。

但是在现实生活中不可能有永远持续的振动，所有的振动都有开始和结束的时间。给 sin 10x

乘上一个“窗函数”e− 1
2x

2

，它就能在无穷远处趋于 0，而 0 附近的函数值不受太大影响。

许多正弦波叠加可以形成这样的图像，这些正弦波的频率主要在 10 附近。频率离 10 越远，对

应的正弦波振幅越小。因为 f(x) 是奇函数，所以 g(k) 也是奇函数，而且是纯虚数，画图时已经乘

了 i。

常见的窗函数还有

1, − 1
2
< x < 1

2

0, x < − 1
2
或x > 1

2

（方形窗）和 1
1+x2（柯西窗）等等。
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再举个栗子：f(x) =

cos 10x, − 1
2
< x < 1

2

0, x < − 1
2
或x > 1

2

，g(k) =
√

2
π

k cos 5 sin 1
2k−10 sin 5 cos 1

2k

k2−100
，如图15.6。

图 15.6: 这次是偶函数

傅立叶变换可以用算符 F 来表示：（这个花体的 F 看起来很厉害，用下标来说明被变换和变

换后的变量）

g(k) = Fx→kf(x) =
1

2π

� ∞

−∞
f(x)e−ikx dx f(x) = F−1

x→kg(k) =

� ∞

−∞
g(k)eikx dk

为了对称性，有时候会调整系数 2π：（下面的公式一般用在量子力学之类的地方，上面的公式

一般用在控制系统之类的地方，用的时候会注明）

g(k) = Fx→kf(x) =
1√
2π

� ∞

−∞
f(x)e−ikx dx f(x) = F−1

x→kg(k) =
1√
2π

� ∞

−∞
g(k)eikx dk

量子力学和波动光学的最后几章是傅立叶变换的应用，你可以翻回去看看。
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第十六章 更厉害的微分方程

16.1 用级数解微分方程

前面说过，“好看”的函数可以展开成（泰勒）级数：f(x) =
∑∞

i=0 aix
i = a0+a1x+a2x

2+ . . .，

如果把级数代入微分方程，可以确定系数 ai，从而确定这个函数。

比如解方程 y′′ + y = 0（你应该能背出它的通解），把级数代进去得到

∞∑
i=2

(i− 1)iaix
i−2 +

∞∑
i=0

aix
i = 0

∞∑
i=0

(i+ 1)(i+ 2)ai+2x
i +

∞∑
i=0

aix
i = 0

∞∑
i=0

((i+ 1)(i+ 2)ai+2 + ai)x
i = 0

这个式子对任何 x 都成立，所以每个 xi 前面的系数都必须是 0，也就是

a2 = −
1

1 · 2
a0, a4 = −

1

3 · 4
a2, a6 = −

1

5 · 6
a4, . . .

a3 = −
1

2 · 3
a1, a5 = −

1

4 · 5
a3, a7 = −

1

6 · 7
a5, . . .

写成通项就是

an =



1
n!
a0, n mod 4 = 0

1
n!
a1, n mod 4 = 1

− 1
n!
a0, n mod 4 = 2

− 1
n!
a1, n mod 4 = 3

到目前为止还没有确定 a0 和 a1，它们需要用边界条件确定。前面说过，二阶微分方程的通解

肯定有两个待定的参数。

把含 a0 和 a1 的项分开，可以发现它们就是 a0 cosx 和 a1 sinx，因为前面说过

sinx =

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
x2n+1 = x− 1

6
x3 +

1

120
x5 + . . .

cosx =

∞∑
n=0

1

(2n)!
x2n = 1− 1

2
x2 +

1

24
x4 + . . .

但是，一般情况下即使算出了级数，找到原来的函数也不是一件容易的事情，需要摸索，需要

练习。比如级数
∑∞

n=0(−1)n
1

2n+1
x2n+1 = x− 1

3
x3 + 1

5
x5 − . . .，它就是 π

2
− arctan 1

x
，你能想到吗？

【练习】解方程 y′ + y = e−x。
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如果已知一个函数，但是不容易把它展开成级数，可以反过来构造一个微分方程来算出级数。

比如 y = e− 1
2x

2

，它满足 y′ + xy = 0。把级数代进去得到

∞∑
i=1

iaix
i−1 +

∞∑
i=0

aix
i+1 = 0

∞∑
i=0

(i+ 1)ai+1x
i +

∞∑
i=1

ai−1x
i = 0

a1 +

∞∑
i=1

((i+ 1)ai+1 + ai−1)x
i = 0

ai =

0, i = 1

− 1
i
ai−2, i ≥ 2

写成通项就是 an = (− 1
2
)

n
2

1
(n
2 )!
a0(n为偶数)，n 为奇数时 an = 0，a0 仍然需要用边界条件确定。

这样算比直接求导简单一些。

【练习】把 esin x 表示成级数。

16.2 狄拉克函数 δ(x)

现在介绍一个奇怪的函数：δ(x) =

∞, x = 0

0, x ̸= 0

这样并没有说清楚这个 ∞ 是什么意思，我们知道无穷大也有大小之分，一般要通过极限来定
义，虽然这里的定义方法不同。加上一条规定之后，δ(x) 的定义才算完整：对任何“好看”的函数

f(x)，
�∞
−∞ f(x)δ(x) dx = f(0)。

（看起来我要用“好看”这个词糊弄大家很久，我现在还不想讲紧支集之类太抽象的概念）

最平凡的情况是 f(x) = 1，也就是
�∞
−∞ δ(x) dx = 1。δ(x) 的图像大致如图16.1，但是图中的峰

应该是无限细、无限高的，而且下面的面积为 1，还要注意它是偶函数。

图 16.1: 看起来尖尖的

物理学中的质点、点电荷之类体积无限小的东西可以用 δ(x)描述。比如一维空间中有一个质量

为 10，位置为 x = 5的质点，它的质量线密度 λ（单位长度上的质量）可以表示为 λ(x) = 10δ(x−5)。
你可以自己想一想三维空间中 δ 函数的定义。

用极限来定义 δ(x) 也是可以的。比如先定义 δa(x) =

 1
2a
, −a ≤ x ≤ a

0, x < −a或x > a
，a 是一个参数。

a→ 0 时，δa(x)→ δ(x)。除了这样的“方块”函数，也可以用其他类型的函数来定义，比如 sin ax
πx
。

可以证明，这些方法定义的是同一个 δ(x)。
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（其实 δ(x) 不是普通的函数，而是一种广义函数。它在 x = 0 时没有确定的值，跟高中课本对

函数的定义不一样。至于什么叫“同一个”函数也有严格的定义）

δ(x) 可以求导和积分，一般令 θ(x) =
� x

−∞ δ(t) dt，称为单位阶跃函数或者赫维赛德 θ 函数（传

说是因为 theta 和 step 谐音）。δ′(x) 和 θ(x) 如图16.2，你可以自己想一想更高阶的导数和积分的
样子。物理学中的电偶极子可以用 δ′(x) 描述。

图 16.2: δ′(x) 和 θ(x)

现在断掉的分段函数也可以求导了，只要断点两边的距离是有限的，而不是爆掉。比如

f(x) =

x, x < 2

x3, x > 2
⇒ f ′(x) =


1, x < 2

6δ(x− 2), x = 2

3x2, x > 2

也就是说，x 经过 2 的时候，f(x) 经过了大小为 6 的突变。继续求导还可以得到

f ′′(x) =


0, x < 2

6δ′(x− 2) + 11δ(x− 2), x = 2

6x, x > 2

所以现在我们认为，断掉的函数在断点处也可以无限次求导或者积分。如果断点没有爆掉，求

导或者积分之后也不会爆掉。

矢量分析那里讲过的克罗内克张量 δij =

1, i = j

0, i ̸= j
与这里的 δ(x) 有相似之处。

16.3 用格林函数解微分方程

现在还是来解关于 y(x) 的方程 y′′ + y = f(x)。如果把 y 看成弹簧振子的位置，x 看成时间，

它可以表示无阻尼的弹簧振子（k = m = 1），f(x) 表示外力。

如果 f(x) = δ(x)，表示 x = 0 时戳它一下，给弹簧振子一个冲量。如果之前它是静止的，之

后速度突变为 1。（至于之前是不是静止要看通解，这里先不考虑）

可以猜出方程的特解为 y = θ(x) sin(x)，也就是说 x = 0 之前弹簧振子不动，之后作振幅为 1

的简谐振动，这符合我们的直觉。

如果要验证这个解是对的，可以先算出 y′′ = δ′(x) sin(x) + 2δ(x) cos(x) − θ(x) sin(x)，然后代
入方程，只需证明 δ′(x) sin(x) + 2δ(x) cos(x) = δ(x)。

按照 δ(x) 的定义，这时必须把方程两边与任意的 g(x) 相乘（f(x) 被用掉了），然后对 x 积分：� ∞

−∞
δ′(x) sin(x)g(x) dx+ 2

� ∞

−∞
δ(x) cos(x)g(x) dx =

� ∞

−∞
δ(x)g(x) dx
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按照定义，右边为 g(0)。如果把 cos(x)g(x) 看成一个函数，那么左边第二项就是 2g(0)，只需

证明左边第一项为 −g(0)。用分部积分把 δ′(x) 变成 δ(x)：

� ∞

−∞
δ′(x) sin(x)g(x) dx = δ(x) sin(x)g(x)|∞−∞ −

� ∞

−∞
δ(x)

d
dx(sin(x)g(x)) dx

= −
� ∞

−∞
δ(x) cos(x)g(x) dx−

� ∞

−∞
δ(x) sin(x)g′(x) dx

这里的第一项是 −g(0)，第二项是 0，所以上面的式子成立。

如果 f(x) = δ(x) + 2δ(x− 1)，可以猜出特解 y = θ(x) sin(x) + 2θ(x− 1) sin(x− 1)。也就是说，

x = 0时戳一下，x = 1时更重地戳一下，两者的效果可以线性叠加。为了方便，令 G(x) = θ(x) sin(x)，
y = G(x) + 2G(x− 1)。

现在神奇的事情来了：任何 f(x) 可以看作无穷多个不同高度的 δ 函数的叠加，也就是 f(x) =�∞
−∞ f(t)δ(x− t) dt，如图16.3。比如 t = 1 时，要放一个 δ(x− 1)，高度为 f(1)。这样一来，可以

直接写出特解 y(x) =
�∞
−∞ f(t)G(x− t) dt。

图 16.3: 戳得多了就变光滑了

举个栗子：外力从 x = 0 开始线性变化，f(x) = θ(x)x =

0, x < 0

x, x > 0
。

（如果没有 θ(x)，x→ −∞ 时 y 的情况就无法确定，也就是没有好的边界条件）

y(x) =

� ∞

−∞
θ(t)t · θ(x− t) sin(x− t) dt

=

� x

0

t sin(x− t) dt

= x− sinx

也就是说，弹簧振子的运动是匀速直线运动和简谐振动的叠加。当然这是特解，不要忘了加上

对应的齐次方程的通解。

G(x) 是方程 y′′ + y = f(x) 在 f(x) = δ(x) 时的特解，称为格林函数，也有些地方称为积分核、

瞬态响应之类的。它的好处在于，只要在 f(x) = δ(x) 时想办法解出微分方程，其他奇怪的 f(x) 不

用另外想办法，可以直接转化为积分。至于这个积分能不能积出来，仍然不是我们现在关心的事情。

要强调的是，格林函数利用了解的线性叠加，因此只对线性非齐次微分方程适用（不一定是常

系数）。

不同的方程有不同的格林函数，比如阻尼振动 y′′ + 2βy′ + y = f(x)，

G(x) = θ(x)
e−(β+

√
β2−1)x − e−(β−

√
β2−1)x

2
√
β2 − 1
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既然你看过前面的内容，这个解也很容易猜出来，就是阻尼振动的通解代入初始位置为 0、速

度为 1 的条件，再乘上 θ(x)。用这个 G(x) 算积分一看就很麻烦，这里只能给大家大概地讲一讲解

微分方程的方法，当然手算积分的功底也很重要，需要刷足够多的题才能练出来。

【练习】解方程 y′ + y = θ(x)x2。想一想刚才的步骤：猜出格林函数，验证，算出积分，最后别

忘了加上通解。

16.4 傅立叶变换的性质

这一章用的傅立叶变换公式是

g(k) = Fx→kf(x) =
1√
2π

� ∞

−∞
f(x)e−ikx dx, f(x) = F−1

x→kg(k) =
1√
2π

� ∞

−∞
g(k)eikx dk

傅立叶变换是线性的，跟积分的性质差不多，F (a1f1 + a2f2) = a1Ff1 + a2Ff2。

通过换元还可以证明 Fx→kf(x+ a) = eikaFx→kf(x)，Fx→kf(ax) =
1
a
Fx→ k

a
f(x)，a 是常量。

先对 f(x) 求导再进行傅立叶变换会怎么样呢？

Fx→k
d

dxf(x) =
1√
2π

� ∞

−∞

df(x)
dx e−ikx dx

=
1√
2π

� ∞

−∞
e−ikx df(x)

= − 1√
2π

� ∞

−∞
f(x) de−ikx

（这里用了分部积分，应该还有一项 f(x)e−ikx
∣∣∞
−∞。如果 f(±∞) = 0，那么这一项就是 0，但是以

后在这里会遇到一些问题）

= ik 1√
2π

� ∞

−∞
f(x)e−ikx dx

= ikFx→kf(x)

所以傅立叶变换可以把求导变成乘 ik，在解微分方程的时候比较方便。以前我们猜 x(t) = x0eiωt

也是这个原因。

类似地有 Fx→k

�
f(x) dx = 1

ikFx→kf(x) + Cδ(k)，Cδ(k) 是对积分常量做傅立叶变换的结果，

这个待会再讲。

δ(x− a) 的傅立叶变换是什么呢？Fx→kδ(x− a) = 1√
2π

�∞
−∞ δ(x− a)e−ikx dx = 1√

2π
e−iak。再进

行逆变换： 1√
2π

�∞
−∞

1√
2π

e−iakeikx dk = δ(x)。

也就是说，
�∞
−∞ eik(x−a) dk = 2πδ(x−a)。如果直接计算这个积分，会得到 1

i(x−a)
eik(x−a)，k → ±∞

时它是没有定义的。但是借助 δ(x)，我们就是把它算出来了。

现在来看看常函数 f(x) = 1 的傅立叶变换：Fx→k1 = 1√
2π

�∞
−∞ e−ikx dx =

√
2πδ(k)。

想一想傅立叶变换的物理意义，它把函数变成频谱。如果把 f(x) 看成无穷多个复振动 Akeikx

的叠加，变换出来的 g(k) 表示频率为 k 的振动的强度。常函数 f(x) = 1 里面没有这样的振动，所

以只有 k = 0 时 g(k) ̸= 0，否则 g(k) = 0。至于系数
√
2π 没有这么显然，但是用上面的方法可以

算出来。

一个三角函数相当于两个复振动：sin ax = 1
2i(eiax− e−iax)，cos ax = 1

2
(eiax + e−iax)。现在可以

直接看出 Fx→k sin ax = −i
√

π
2
(δ(k − a)− δ(k + a))，Fx→k cos ax =

√
π
2
(δ(k − a) + δ(k + a))。
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16.5 用傅立叶变换解微分方程

现在又要解方程 y′′+y = sin ax。对两边同时进行傅立叶变换：(−k2+1)Y = −i
√

π
2
(δ(k−a)−

δ(k + a))，其中 Y (k) = Fx→ky(x)。

可以直接算出 Y = i
√

π
2
δ(k−a)−δ(k+a)

1−k2 ，然后用傅立叶逆变换就能算出 y。含有 δ(x) 的积分都

比较好算，比如
�∞
−∞

δ(k−a)
1−k2 eikx dk = eiax

1−a2。逆变换的结果是

y =
1√
2π

� ∞

−∞
−i

√
π

2

δ(k − a)− δ(k + a)

1− k2
eikx dk

= − i
2

� ∞

−∞

δ(k − a)− δ(k + a)

1− k2
eikx dk

= − i
2

eiax − eiax

1− a2

=
sin ax
1− a2

跟以前受迫振动的结果一样，振动频率就是外力的频率 a，而系统的本征频率是 1。a 离 1 越

近，振幅就越大，a = 1 时就会爆掉。

仍然别忘了这是特解，还要加上通解。如果只有齐次方程 y′′ + y = 0，傅立叶变换之后就是

(−k2 + 1)Y = 0。k ̸= 0 时 Y = 0，k = 0 时 Y 可以是任意值，所以通解是 y = A sinx+B cosx。
【练习】解方程 y′′ + y = sin 2x+ cos 3x+ sin 4x，想一想频谱的叠加是什么样的。

解方程 y′′ + y′ + y = sin ax。
如果外力的频谱已知或者容易求出，那就适合用傅立叶变换来解方程。还有一种类似的变换叫

拉普拉斯变换，这里就不讲了。
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第十七章 数值分析

按计算器是一门学问。

17.1 线性插值；三次插值

我们做实验得到一些数据点，然后脑补出其他地方的数据，这个过程称为插值。脑补出两个点

之间的数据叫作内插，脑补出这些区域以外的数据则叫作外插或者外推，我们先讲内插。最简单的

想法是把两个相邻的点用折线段连起来，称为线性插值，如图17.1。

图 17.1: 硬邦邦的插值

但是这样一来每个数据点都是“尖的”，如果要让图像更光滑，可以规定每个数据点两边曲线的

斜率必须相同，并且等于它左右两个数据点连线的斜率（最左边和最右边的数据点可以另外规定）。

这样一来，数据点上就存在函数的一阶导数。

也就是说，在每两个点之间画一条曲线段，它的两个端点和两端的导数已经确定，共有四个约

束条件，如图17.2。三次函数 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d 有四个待定系数，所以我们认为这条曲线

是三次函数，然后用四个约束条件解出四个待定系数，这就是三次插值。

图 17.2: 两端的位置和方向确定的曲线段

现在来算一下这些系数。简单起见，设曲线段的两端为 (−1, y1), (1, y2)，导数分别为 y′1, y
′
2。如
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果两端不在 −1 和 1，可以平移和缩放 x 轴来实现。解方程组

y1 = −a+ b− c+ d

y2 = a+ b+ c+ d

y′1 = 3a− 2b+ c

y′2 = 3a+ 2b+ c

⇒



a = 1
4
(y1 − y2 + y′1 + y′2)

b = 1
4
(−y′1 + y′2)

c = 1
4
(−3y1 + 3y2 − y′1 − y′2)

d = 1
4
(2y1 + 2y2 + y′1 + y′2)

上面的数据点用三次插值的结果如图17.3。PS 之类的软件放大图片的时候用的一般是三次插
值，虽然最近几年出现了更厉害的方法。如果给定曲线两端的二阶导数甚至更高阶导数，也可以用

更高次的多项式实现插值。

图 17.3: 比较光滑的插值

17.2 拉格朗日插值

三次插值利用相邻的四个数据点来确定曲线段两端的位置和方向，能不能同时考虑所有数据点

呢？如果有 n 个数据点，用一个 n− 1 次多项式就能经过这些点，称为拉格朗日多项式。

最简单的想法是把 n 个点的坐标代入 n − 1 次多项式，解出 n 个待定系数。其实可以直接

猜出答案：设数据点为 (xi, yi)(i = 1, 2, . . . , n)，那么拉格朗日多项式 L(x) =
∑n

i=1 yili(x)，其中

li(x) =
∏ x−xj

xi−xj
(j = 1, 2, . . . , n, i ̸= j)。

为什么要这样猜呢？令 x = xk(1 ≤ k ≤ n)，如果 i = k，那么 li 中相乘的每项都是 1，否则 li

中有一项的分子是 xk − xk = 0。也就是说，li(xk) =

1, i = k

0, i ̸= k
，L(xk) = yk。而且 L(x) 确实是

n− 1 次多项式。既然猜出来了，它就是唯一满足条件的多项式。

同样的数据点用拉格朗日插值的结果如图17.4。拉格朗日插值不仅适用于内插，也经常用于外
推，图中画出了数据点以外的一段。可以看出，数据点附近的图像会向上和向下超出数据点，比三

次插值更加明显。

图 17.4: 飞起来的插值
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实际情况下很难说哪种插值更好，有时候需要通过更多实验数据来判断，有时候则有归一化等

限制条件。

n− 1 次多项式 L(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 可以用 n 个系数 ai 确定，也可以用

n 个点确定。不管用前面的秦九韶算法还是这里的拉格朗日插值，计算 L(x) 的复杂度都是 O(n2)。

如果你熟悉矩阵的求逆，还可以这样理解：把方程组

y1 = L(x1) = a0 + x1a1 + x21a2 + · · ·+ xn−1
1 an−1

y2 = L(x2) = a0 + x2a1 + x22a2 + · · ·+ xn−1
2 an−1

. . .

yn = L(xn) = a0 + xna1 + x2na2 + · · ·+ xn−1
n an−1

看成矩阵方程 y = Va，其中

V =


1 x1 x21 . . . xn−1

1

1 x2 x22 . . . xn−1
2

...
...

... . . . ...
1 xn x2n . . . xn−1

n


称为范德蒙矩阵，拉格朗日插值就是对 V 求逆。
（小学生找规律的题目可以用拉格朗日插值来解决。比如 12, 14, 16, 32, ( ), 36，可以算出 an =

− 21
20
n4 + 77

6
n3 − 203

4
n2 + 481

6
n− 146

5
，空格应该填 a5 =

254
5
。小朋友们，你们说对不对呀？）

17.3 求函数的零点；牛顿法；快速开平方和除法

现在的科研中很多计算都要用电脑来完成。电脑并不擅长对方程进行移项、因式分解之类的运

算，算出一个含有字母的式子，也就是解析解（虽然有软件专门做这些事情）；而擅长通过大量加法

和乘法之类的简单运算，算出一个很多位小数的近似值，也就是数值解。传说中的哥德尔定理告诉

我们，数学当中总有一些方程是求不出解析解的。即使能求出，也需要大量的计算，这时候数值解

更加实用。

解方程 f1(x) = f2(x) 很容易转化为求函数 f(x) = f1(x) − f2(x) 的零点 x0，所以我们只讲后

者。函数的极值也可以转化为它的导数的零点。

如果误差范围是 ∆x，而我们知道零点在区间 (x1, x2) 内，最简单的想法就是试根：把区间每

隔 ∆x 分成一段，算出每个分割点的函数值，如果相邻两个点的函数值符号不同，零点就在中间。

这种方法的复杂度为 O( l
∆x

), l = x2 − x1。
如果知道 f(x) 在区间上单调，还可以用二分法，复杂度为 O(log l

∆x
)（log 的底数是 2，10 还

是 e 之类的无所谓，相当于 O 里面乘一个常数），明显比直接试根要快。

如果利用导数 f ′(x)，还有更快的方法。我们猜：|f ′(x)| 越小，x 就越靠近 x0，如图17.5。
先在函数图象上随便选一个初始位置 (x1, f(x1))。过 (xn, f(xn))的切线为 y = f ′(xn)(x−xn)+

f(xn)，令 xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

，也就是切线与 x 轴的交点。不断重复（或者说迭代），直到满足误

差范围。这就是求函数零点的牛顿法。（你可以想一想 f(x) 正负和 f ′(x) 正负这四种情况下，xn 的

变化情况）

这个方法有多快呢？不妨设 x0 = 0，把 f(x) 展开成级数 a1x+ a2x
2 + . . .，每次迭代之后，a1x

这一项就消掉了，剩下二次及以上的项。（当然 a2 也会有变化，你可以自己算一下）也就是说，每

迭代一次，误差大约平方一次，有效位数增加一倍。
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图 17.5: 许多情况下这样猜是有道理的

如果初始误差是 l(l≪ 1)，迭代 n次后误差就是 l2
n

，最终 l2
n

< ∆x，所以复杂度是 O(log log l
∆x

)，

有些地方说它是二阶收敛的。

现在来看牛顿法的一些应用。比如计算
√
A，可以构造函数 f(x) = x2 − A（f(x) 中当然不能

出现
√
A），用牛顿法得到 xn+1 =

1
2
(xn + A

xn
)，这就是多年前初中要学的手算平方根的方法。

再比如计算 1
A
，可以构造函数 f(x) = 1

x
− A，用牛顿法得到 xn+1 = xn(2 − Axn)，这样就用

减法和乘法代替了除法。如果精度要求不高，这样比列竖式要快一些。

但是，牛顿法难以判断 f(x)根本没有零点的情况。即使有零点，牛顿法也不一定收敛，如图17.6。
这跟初始位置的选取有关，需要其他方法来判断合适的初始位置，这里就不仔细讲了。

图 17.6: 牛顿气得从棺材里爬了出来

17.4 求导

要计算 f ′(x)的近似值，可以把 f(x)展开：f(x+h) = f(x)+f ′(x)h+ 1
2
f ′′(x)h2+. . . (h≪ 1)。最

简单的想法是 f ′(x) = f(x+h)−f(x)
h

，实际情况下 h不可能无限小，右边的结果为 f ′(x)+ 1
2
f ′′(x)h+. . .，

误差为 O(h)。h 减小，展开式的误差会减小，但除以 h 造成的误差会增大。

如果同时利用 f(x − h) = f(x) − f ′(x)h + 1
2
f ′′(x)h2 + . . .，可以得到更准确的结果：f ′(x) =

f(x+h)−f(x−h)
2h

，这样结果中的 1
2
f ′′(x)h 就消掉了，误差为 O(h2)。卡西欧计算器用的就是这种方法，

取 h = 0.001。

还能算出 f ′′(x) = f(x+h)−2f(x)+f(x−h)
h2 ，误差为 O(h)。
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取更多的点，结果还能更准确。比如在 x 附近取四个点，可以解方程组

f(x− 2h) = f(x)− 2f ′(x)h+ 2f ′′(x)h2 − 4
3
f (3)(x)h3 + 2

3
f (4)(x)h4 − . . .

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+ 1
2
f ′′(x)h2 − 1

6
f (3)(x)h3 + 1

24
f (4)(x)h4 − . . .

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ 1
2
f ′′(x)h2 + 1

6
f (3)(x)h3 + 1

24
f (4)(x)h4 + . . .

f(x+ 2h) = f(x) + 2f ′(x)h+ 2f ′′(x)h2 + 4
3
f (3)(x)h3 + 2

3
f (4)(x)h4 + . . .

这是四元一次方程组，解得 f ′(x) = 1
12h

(−f(x+ 2h) + 8f(x+ h)− 8f(x− h) + f(x− 2h))，误

差为 O(h5)。还能顺便算出 f ′′(x), f (3)(x), f (4)(x)，这里就不写出来了。

17.5 积分

首先，数值方法只能算定积分。这次最简单的想法是

� b

a

f(x) dx =

b
h∑

n= a
h

f(nh)h

它的几何意义就是把曲线下的面积近似成很多矩形的面积，也可以借助差分与求和来理解。令

F (x) =
�
f(x) dx，可以把它展开：F (x + h) − F (x) = f(x)h + 1

2
f ′(x)h2 + . . .。然后还要换元：

x = nh。保留 O(h) 的项，两边求和就得到了上面的式子，误差为 ΣO(n2)。

如果保留 O(h2) 的项，可以得到更准确的结果：

� b

a

f(x) dx =

b
h∑

n= a
h

f(nh)h+
1

2
f ′(nh)h2

这里需要计算 f ′(x) 的准确值，但是也可以用刚才的近似值 f ′(x) = f(x+h)−f(x)
h

代替，得到

� b

a

f(x) dx =

b
h∑

n= a
h

1

2
(f((n+ 1)h) + f(nh))h

它的几何意义则是用直角梯形代替矩形，也就是把曲线近似成折线段，误差为 ΣO(n3)。如果

把曲线近似成抛物线段，结果还能更准确，但是推导起来比较麻烦，这里也不仔细讲了。

图 17.7: 把曲线下的面积近似成矩形

到目前为止 h 在整个计算过程中是固定的。如图17.7，简单起见，把曲线下的面积向下近似成
矩形，蓝色部分是产生的误差。可以看出，|f ′(x)| 越大，误差就越大，这时我们可以减小对应的矩
形的宽度，比如 � b

a

f(x) dx =
∑
{xi}

f(xi)
h

1 + f ′(xi)
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f ′(xi) 前面留一个 1 是为了防止 f ′(xi) 很小的时候爆掉。这里求和的范围比较难写，反正就是

把区间 (a, b) 分成一个个长为 h
1+f ′(xi)

的部分，每个部分里随便取一个 xi（诶这是循环定义吗）。真

的用电脑算的时候还有许多细节问题。

许多微分方程可以转化为积分，然后用这些方法求出数值解。如果 f(x) 是复变函数，以后我

们会更深入地学习它的导数与积分的联系。

17.6 蒙特卡罗方法

这个方法的名字好像很厉害，其实就是利用随机数来解决问题。

比如我们要算圆的面积，量纲分析可以得到 S = Ar2，然后要确定系数 A。我们知道判断一个

点在圆内的方法是 x2 + y2 < r2，但是假装不知道怎么从它推导出圆的面积公式。现在画一个边长

为 2 的正方形，我们知道它的面积为 4，内接圆的半径 r = 1。用电脑在正方形里随机选取 10000

个点（或者说生成 10000 个随机数对 (x, y),−1 < x < 1,−1 < y < 1），如图17.8。然后数一数，共
有 7879 个点在圆内，所以 S = 4×7879

10000
= 3.1516，我们可以猜 A = π。

图 17.8: 对密集恐惧症患者造成伤害

10000 个点对电脑来说不算多，可以在几毫秒内完成。如果增加点的数量，结果会更准确。
当然这是个很简单的例子，用面积元积分也可以算出准确值。如果要算 n 维球体的体积，判断

依据和刚才差不多：
∑n

i=1 x
2
i < r2。随着 n 的增加，用体积元积分会十分复杂，而蒙特卡罗方法的

步骤是差不多的。

（但是！随着维度增加，球体和立方体的体积比值会迅速减小，如果用蒙特卡罗方法，到后面很

少有点会落在球体内。事实上还有高斯积分之类奇怪的方法可以推导 n 维球体的体积公式）

还有一个问题：我们随机取了很多点，如果在 x−y坐标系中画小方格来取点不是更方便吗？（而
且计算机生成小方格比随机数快多了）这其实是一个采样的过程。算圆的面积确实可以画小方格来

采样，但是许多问题是画不出这样的“小方格”的。

比如这样一个问题：在一维情况下，把 N 只兔子放在一个长为 L 的笼子里，如图17.9。每只
兔子看作长为 a 的线段，兔子不能相互重叠，也不能与两边的墙重叠。现在求坐标为 x 的点被兔子

占据的概率。

你觉得还能画出小方格吗？一种想法是以每只兔子的坐标 xi 为坐标轴，建立 N 维坐标系（也

就是兔子的位形空间），在里面画小方格。但是随着 N 的增加和小方格边长的减小（精度的提高），

小方格的数量会迅速（指数级）增加，超出电脑的计算能力。这时候需要更加巧妙的采样方法，这

里就不仔细讲了。
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图 17.9: 向蔡老师致敬

（其实这个问题在统计力学中非常重要，与熵力有关，也是我个人感兴趣的问题，以后应该会专

门讲）

在用电脑计算的过程中，我们需要确保产生的是随机数。如果产生的数容易分布在某一块区域

里，结果就不准了。事实上，不管是用程序产生随机数，还是验证一个程序产生的确实是随机数，都

是不容易的问题。但是我们可以相信，现在的编程语言提供的随机数功能够用了。

要验证产生的是随机数，一个容易想到的标准是：产生区间 (a, b)内的随机数，一次产生 N 个，

然后在 (a, b) 中任意取一个长度为 l 的区间，要求其中的随机数个数 n 与 N 和 l 都成正比。这样

的“随机数”称为低差异序列。

图 17.10: 完结撒花
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附录 A Mathematica 简明使用指南

1. 下载：https://pan.baidu.com/s/1eRD5gwa ijp3

2. 安装

3. 为保护作者版权，以上链接中没有注册码

4. 打开

5. 按 F1 看帮助

6. Mathematica 就是比 MATLAB 好，不服你来打我

https://pan.baidu.com/s/1eRD5gwa
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[2] Kenneth F. Riley, Michael P. Hobson, and Stephen J. Bence. Mathematical Methods for Physics
and Engineering: A Comprehensive Guide. Cambridge University Press, 2006. 一本满足的数
学书，从什么叫多项式到微积分、复变函数、矢量分析、常微分方程、偏微分方程、特殊函数、

变分法、积分方程、张量分析、数值方法、群论、概率论全部讲了一遍，内容都很浅显.

[3] 吴崇试. 数学物理方法. 北京大学出版社, 1999. 数理方法 = 复变函数 + 特殊函数 + 偏微分方
程，如果这本看不懂还可以看看梁昆淼的另一本.

[4] V. A. 卓里奇. 数学分析. 高等教育出版社, 2006. 著名的苏联教材，感受一下战斗民族硬肛硬
的风格，如果还有 (yao) 兴 (zuo) 趣 (si) 可以接着看柯尔莫哥洛夫、阿诺尔德之类的神书.

[5] 汪林. 实分析中的反例. 高等教育出版社, 2014. 看过之后再让你找反例简直就是开挂.

[6] Bernard R. Gelbaum and John M. H. Olmsted. Counterexamples in Analysis. Courier Corpo-
ration, 2003. 跟上面一样.

[7] Paul J. Nahin. Inside Interesting Integrals. Springer Publishing, 2014. 教你算各种奇怪的积
分，看了之后就知道有多奇怪了，虽然这些积分都能用电脑算出来.

[8] Sanjoy Mahajan and Carver A. Mead. Street-Fighting Mathematics: The Art of Educated
Guessing and Opportunistic Problem Solving. MIT Press, 2010. 用街头斗殴的风格解决数学问
题，主要是近似和猜答案.

[9] 丘维声. 高等代数. 高等教育出版社, 2010. 线性代数学过矩阵，高等代数还要学群环域之类的
东西，比如告诉你没有加法交换律会怎么样.

[10] Joachim von zur Gathen and Jürgen Gerhard. Modern Computer Algebra. Cambridge Univer-
sity Press, 2013. 用电脑来做分解因式、分解质因数之类的运算，你会发现同余是一种很有用
的东西.

[11] Werner Krauth. Statistical Mechanics: Algorithms and Computations, volume 13. Oxford
University Press, 2006. 用电脑算一些需要大量随机数来解决的问题，比如把一万只兔子装在
一个箱子里.

[12] L. D. 朗道 and E. M. 栗弗席兹. 力学. 高等教育出版社, 2007. 朗道大法好！！！讲的全都是拉
格朗日力学和哈密顿力学，整本书没有出现过牛顿方程，翻到第二页就开始变分，看一遍可以

重新塑造你的世界观.

[13] 沈惠川. 经典力学. 中国科学技术大学出版社, 2006. 讲了很多一般人不会讲的细节问题，还有
胡克定律的魔改，而且经常能看到对其他人的吐槽或者引经据典.
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[14] 郭硕鸿. 电动力学. 高等教育出版社, 2008. 普通的电动课本.

[15] L. D. 朗道 and E. M. 栗弗席兹. 场论. 高等教育出版社, 2012. 仍然用拉格朗日力学体系讲电
动力学，至于后面的广义相对论就不用看了，如果真要看可以去看梁灿彬的.

[16] 陈秉乾, 胡望雨, and 舒幼生. 电磁学专题研究. 高等教育出版社, 2001. 给老师看的电磁学书，
讲了一些疑难问题，比如圆盘旋转的时候磁通量变不变.

[17] 汪志诚. 热力学·统计物理. 高等教育出版社, 2008. 普通的热统课本.

[18] 沈惠川. 统计力学. 中国科学技术大学出版社, 2011. 围观吉布斯和杨振宁装逼，仍然能看到对
其他人的吐槽或者引经据典.

[19] David J. Griffiths. Introduction to Quantum Mechanics. Pearson Prentice Hall, 2004. 我见过
的最浅显的量子力学课本，量子力学一开始最好不要看朗道或者曾谨言.

[20] Jun J. Sakurai and Jim Napolitano. Modern Quantum Mechanics. Addison-Wesley, 2011. 散
射在量子力学里面非常重要.

[21] 赵凯华. 定性和半定量物理学. 高等教育出版社, 1991. 量纲分析的理论基础和各种神奇的例子，
比如口算白矮星有多大.

[22] Barton Zwiebach. A First Course in String Theory. Cambridge University Press, 2004. 高中
难度的弦论课本，从什么叫拉格朗日量和洛伦兹变换开始讲.

[23] Paul Horowitz, Winfield Hill, and Ian Robinson. The Art of Electronics. Cambridge University
Press, 1980. 高中难度的模拟电路，里面有一只三极管男.

[24] 龙驭球 and 包世华. 结构力学教程. 高等教育出版社, 2001. 工科的课本，有一套专门给杆子作
受力分析的方法.

上面这些书可以让大家感受一下大学里的数学和物理是什么样的，虽然竞赛、自招和高考不太

可能直接考这些东西，但是看一看这些东西可以帮助我们梳理高中知识的体系，并且了解高中知识

的局限性。大学的教材有很多版本，但总是大同小异的。
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