
 

清华大学本科生考试试题专用纸  

     考试课程   微积分 A(1)                 2019 年 12 月 22 日 

系名                  班级               姓名                学号             

一． 填空题（每空 3 分，共 15 题） 

1. 函数𝑓(𝑥) =
𝑥

√1−4𝑥
在 0处的带皮亚诺余项的 n阶泰勒展开为               。 

2. 曲线{
𝑥 = ∫ √1 + 2𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃

𝑡(2+𝑡)

t

𝑦 = 𝑡(1 − 𝑡)                          
在(0,0)点处的切线方程为          。 

3. 函数𝑓(𝑥) =
ln 𝑥

𝑥2019的极大值为            ，拐点为          。 

4. 函数𝑦 = 5√
(𝑥+1)(𝑥+2)(𝑥+3)

𝑥+4
在𝑥 → +∞的渐近线方程为          。 

5. 不定积分∫
𝑐𝑜𝑠𝑥−2𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥+2𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 =               。 

6. lim
n→∞

(
1

𝑛2 +
2

𝑛2 + ⋯ +
𝑛

𝑛2) =                。 

7. 设𝑔(𝑥) = ∫
𝑡

1+𝑡3 𝑑𝑡
1

𝑥
，则∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

1

0
=          。 

8. 若曲线在极坐标下表达式为 𝑟 = sin 𝜃 ，则该曲线围成的平面图形面积

为             。 

9. 求瑕积分 ∫
1

√𝑥(1−𝑥)
𝑑𝑥 =

1

0              。 

10. 求不定积分 ∫
1

1+𝑥3 𝑑𝑥 =        。 

11. 广义积分∫
1

𝑥 (𝑙𝑛 𝑥)𝑝 
𝑑𝑥

∞

𝑒 收敛，则 p 的取值范围为               。 

12. 瑕积分∫
sin 𝑥

𝑥𝑝(1−𝑥)𝑞 𝑑𝑥
1

0 收敛，则𝑝, 𝑞的取值范围分别为             。 

13. 常微分方程𝑦′′ = 𝑦的通解为                  。 

14. 常微分方程𝑦′ + y cos 𝑥 = cos 𝑥的通解为_______   ___。 

15. 满足常微分方程  𝑦′(𝑥) =
𝑥2+𝑦(𝑥)2

𝑥𝑦(𝑥)
(𝑥 ≥ 1)  以及初值条件 𝑦(1) = 1 的解

为                        。 

 

 

 

 

 



 

二． 计算题（每题 10 分，共 4 题）（请写出详细的计算过程和必要的根据！） 

1. 对于瑕积分𝐼𝑝 = ∫
𝑥𝑝 arctan 𝑥

√1+𝑥2 

1

0
 与广义积分𝐽𝑞 = ∫

𝑥𝑞arctan 𝑥

√1+𝑥2 

∞

1
  

(I) 讨论𝐼𝑝, 𝐽𝑞的收敛性； 

(II)求𝐼1的值。 

 

2. 设𝐼𝑛(𝑥) = ∫
𝑡𝑛

𝑛!

∞

𝑥
𝑒−𝑡𝑑𝑡 (𝑛 ∈ 𝑁)， 

(I)求𝐼𝑛(𝑥)表达式； 

(II)求𝐼2(𝑥)在原点处带皮亚诺余项的 n阶泰勒展开式、单调区间和凸性区间。 

(III)求𝑓(𝑥) =
𝐼2(𝑥)𝑒𝑥

1+𝑥
 (𝑥 → +∞) 的渐近线。 

 

3. 设曲线𝑟 = 𝜃, (𝜃 ∈ [0,
𝜋

2
]),  

(I)求该曲线的长度； 

(II)求该曲线和 y轴包围起来的区域面积； 

(III)求该曲线的曲率公式，表达为𝜃的函数； 

(IV)求该曲线绕 y轴旋转得到的旋转体的体积。 

 

4. 求微分方程 𝑦′′ − 5y′ + 6𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(x) 的通解。  

 

三. 证明题（请写出详细的证明过程！） 

1. 已知可导函数𝑓(𝑥)满足∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
1

0

0

−1
, 

(I)求证存在𝜉 ∈ (0,1)使得𝜉𝑓′(𝜉) + 2𝑓(𝜉) = 0; 

(II)求证存在𝜂 ∈ (−1,1)使得𝜂𝑓′′(𝜂) + 4𝑓′(𝜂) = 0 

 

2. 证明：2𝑥(𝑥 − 𝑦) +
arctan 𝑥−arctan 𝑦

𝑥−𝑦
>

1

1+𝑦2 , (𝑥 > 𝑦 > 0)。 

 

 


