
2025 级微积分 A1 期末考试

mathsdream 整理版

2026.01.14

说明

题目解析见后。

点击链接可查看更多数学基础课程的近年考题：

https://github.com/mathsdream/THU-math-source。

一、选择题（共 7 题，每题 3 分，共 21 分）

1. 下列命题正确的是

A. 若 lim
n→∞

an = a, 则 ∃N ∈ N, 使得 ∀n > N , 都有 |an − a| < 1

n
.

B. 设 a ∈ R, 若对无穷多个正数 ϵ, ∃N ∈ N, 使得 ∀n > N 都有 |an − a| < ϵ, 则 lim
n→∞

an = a.

C. 若 |xn − xn+1| ≤
1

n
(∀n ∈ N), 则 {xn} 为 Cauchy 列.

D. 若 |xn − xn+1| ≤
1

n2
(∀n ∈ N), 则 {xn} 为 Cauchy 列.

2. lim
x→0

∫ sin3 x

0

ln(1 + t)dt∫ x2

0

(et
2

− 1)dt

=

A. 3

2

B. 1

C. 1

2

D. 0

3. 广义积分
∫ +∞

0

ln(1 + x)

xp
dx 收敛, 当且仅当

A. p < 1

B. p > 1

C. 1 < p < 2

D. p > 2

4. 设 M =

∫ π
2

−π
2

(1 + x)2

1 + x2
dx, N =

∫ π
2

−π
2

1 + x

ex
dx, K =

∫ π
2

−π
2

(1 +
√

cosx)dx, 则

1
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A. K > M > N

B. M > K > N

C. M > N > K

D. K > N > M

5. 下列结论正确的是

A. 若 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 则 f 在 [a, b] 上有最大值和最小值.

B. 若 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 则 f 在 [a, b] 上有界.

C. 若 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 则 f 在 [a, b] 上有原函数.

D. 若 f 在 [a, b] 上有原函数, 则 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积.

6. 设函数 f(x) 可导, f(0) = 2, 且 f ′(x) < 2f(x), 则

A. f(−1) > 2

B. f(−1) <
2

e2

C. f(1) > 2e2

D. f(1) < 2e2

7. 已知 f ∈ C2[−1, 1], f ′′(x) > 0, 且 f(−1) + f(1) = 0, 由此不能得到的结论是

A. ∃ξ ∈ [−1, 1], 使得 f(ξ) = 0.

B. ∃ξ ∈ [−1, 1], 使得 f ′(ξ) > 0.

C. f(0) < 0.

D.
∫ 1

−1

f(x)dx < 0.

二、填空题（共 6 题，每题 3 分，共 18 分）

8. lim
n→∞

1

n
3
2

(
√
n+ 1 +

√
n+ 2 + · · ·+

√
n+ n) = .

9.
∫ +∞

0

arctanx

(1 + x2)3/2
dx = .

10. 已知曲线段 Γ 在极坐标系下的方程为 r = eθ (0 ≤ θ ≤ π), 则 Γ 的弧长为 .

11. 已知 f(x) = ex sinx, 则 f ′′′(0) = .

12. 已知 x → 0 时, f(x) =
∫ x

sin x

ln(1 + t)dt 与 xp 是同阶无穷小量, 则 p = .

13. 微分方程 yy′′ − (y′)2 = 0 满足初值条件 y(0) = 1, y′(0) = 2 的特解为 y = .
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三、解答题

14. (13 分) 设函数 f(x) =
x3

(x− 1)2
.

(1) 求曲线 y = f(x) 的渐近线;

(2) 求 f(x) 的单调区间、极值点和极值;

(3) 求 f(x) 的拐点, 以及上凸和下凸区间.

15. (10 分) 已知 f(t) =

∫ π

0

|t− sinx|dx, 求 f ′(t) 的表达式, 并求 f(t) 的最小值.

16. (8 分) 记平面有界区域 D = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ 2
√
x, 0 ≤ x ≤ 1} 绕 x 轴旋转一周所得的旋转体

为 Ω. 求 Ω 的体积与侧面积.

17. (8 分) 求广义积分的值
∫ +∞

1

(x− 1)dx

x(x+ 1)(x2 + 1)
.

18. (12 分) 设函数 f(x) 可导, f(0) = 1

3
, 且满足方程:

f ′(x) + 2f(x) +

∫ x

0

f(t)dt = −3(x+ 1)e−x +
5

3

求 f(x).

19. (10 分) 记初值问题 dy

dx
− xy = xex

2 , y(0) = 1 的解为 y = φ(x).

(1) 求 φ(x);

(2) 证明: lim
n→+∞

∫ 1

0

nφ(x)

(nx)2 + 1
dx =

π

2
.

四、附加题（本题完全正确才有分，且分数不计入总分，仅用于评判

A+）

设数列 {xn}, {yn} 满足 xn+1 = sinxn, yn+1 = y2n (n ≥ 1), 且 x1 = y1 =
1

2
. 求证: 当 n → ∞

时, yn 是比 xn 高阶的无穷小量.
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解析为个人做本卷时的第一思路，不代表最巧妙的解法，同时不保证完全无误，仅供参考。

一、选择题

1. 下列命题正确的是 D

A. 若 lim
n→∞

an = a, 则 ∃N ∈ N, 使得 ∀n > N , 都有 |an − a| < 1

n
.

B. 设 a ∈ R, 若对无穷多个正数 ϵ, ∃N ∈ N, 使得 ∀n > N 都有 |an − a| < ϵ, 则 lim
n→∞

an = a.

C. 若 |xn − xn+1| ≤
1

n
(∀n ∈ N), 则 {xn} 为 Cauchy 列.

D. 若 |xn − xn+1| ≤
1

n2
(∀n ∈ N), 则 {xn} 为 Cauchy 列.

解析：A 错误，取数列 an =
2

n
，则 lim

n→∞
an = 0，但 ∀n ∈ N, |an − 0| = 2

n
>

1

n
；B 错误，对无

穷多个正数 ϵ 是不够的，重要的是对任意小的 ϵ 都要满足；C 错误，取数列 xn =
n∑

k=1

1

k
，则

|xn − xn+1| =
1

n+ 1
≤ 1

n
，但 {xn} 不是 Cauchy 列；D 正确，∀n > 0, p > 0，有

n+p∑
k=n

|xk − xk+1| ≤
n+p∑
k=n

1

k2
<

n+p∑
k=n

(
1

k − 1
− 1

k

)
≤ 1

n− 1

所以对 ∀ϵ > 0，取 N = max{2, ⌈1
ϵ
+ 1⌉}，则当 n > N 时，有 |xn − xn+p| < ϵ，所以 {xn} 为

Cauchy 列。

所以选 D。

2. lim
x→0

∫ sin3 x

0

ln(1 + t)dt∫ x2

0

(et
2

− 1)dt

= A

A. 3

2
B. 1

C. 1

2
D. 0

解析：由洛必达法则，有

lim
x→0

∫ sin3 x

0

ln(1 + t)dt∫ x2

0

(et
2

− 1)dt

= lim
x→0

ln(1 + sin3 x) · 3 sin2 x cosx
(ex4 − 1) · 2x

= lim
x→0

3x5

2x5

=
3

2

3. 广义积分
∫ +∞

0

ln(1 + x)

xp
dx 收敛, 当且仅当 C
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A. p < 1

B. p > 1

C. 1 < p < 2

D. p > 2

解析：该积分存在两个问题点 0 和 +∞。要求在两个问题点处都收敛。

当 x → 0 时，
ln(1 + x)

xp
∼ x

xp
=

1

xp−1
，其在 0 附近的积分收敛当且仅当 p− 1 < 1，即 p < 2。

当 x → +∞ 时，对数函数远弱于幂函数，推测其敛散性与 1

xp
相同，即 p > 1 时收敛，p ≤ 1

时发散。下面进行严格证明。

当 p > 1 时，当 x 充分大时，有 ln(1 + x) < x
p−1
2 ，所以

ln(1 + x)

xp
<

1

x
p+1
2

，其在 +∞ 附近

的积分收敛。由比较判别法可得原积分在 +∞ 附近的积分收敛。

当 p ≤ 1 时，当 x 充分大时，有 ln(1 + x) > 1，所以
ln(1 + x)

xp
>

1

xp
，其在 +∞ 附近的积分

发散。由比较判别法可得原积分在 +∞ 附近的积分发散。

综上所述，原积分收敛当且仅当 1 < p < 2，所以选 C。

4. 设 M =

∫ π
2

−π
2

(1 + x)2

1 + x2
dx, N =

∫ π
2

−π
2

1 + x

ex
dx, K =

∫ π
2

−π
2

(1 +
√

cosx)dx, 则 A

A. K > M > N

B. M > K > N

C. M > N > K

D. K > N > M

解析：首先计算 M，有

∫ π
2

−π
2

(1 + x)2

1 + x2
dx =

∫ π
2

−π
2

(
1 +

2x

1 + x2

)
dx，其中

2x

1 + x2
是奇函数，在

该区间内的积分为 0，所以 M =

∫ π
2

−π
2

1dx = π。

然后估计 N 和 K，易得
1 + x

ex
< 1 < 1 +

√
cosx，所以 N < M < K。

所以选 A。

5. 下列结论正确的是 B。

A. 若 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 则 f 在 [a, b] 上有最大值和最小值.

B. 若 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 则 f 在 [a, b] 上有界.

C. 若 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 则 f 在 [a, b] 上有原函数.

D. 若 f 在 [a, b] 上有原函数, 则 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积.

解析：Riemann 积分研究的对象是有界函数，所以如果 Riemann 可积，则必然有界，所以
B 正确；有界函数不一定有最大值和最小值，所以 A 错误；有原函数的函数不一定有界，

自然就不一定 Riemann 可积，例如 f(x) =


3

2
x

1
2 sin 1

x
− x− 1

2 cos 1

x
, x ̸= 0

0, x = 0
，其有原函数

F (x) =

x
3
2 sin 1

x
, x ̸= 0

0, x = 0
，但 f(x) 在 0 附近无界，所以在包含 0 的区间上不可积，所以 D
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错误；Riemann 可积的函数不一定有原函数，例如 f(x) =

1, x ̸= 0

0, x = 0
，其只有一个间断点，

所以可积，但该间断点是第一类间断点，其不可能是某个函数的导数，所以没有原函数，所以

C 错误。

所以选 B。

注：关于可积性和原函数的关系，我们只有一条结论，即微积分基本定理：若 f(x) 在 [a, b] 上

连续，则 f(x) 在 [a, b] 上可积，并且 f(x) 有原函数。除此之外，可积性和原函数的存在性没

有必然联系。

6. 设函数 f(x) 可导, f(0) = 2, 且 f ′(x) < 2f(x), 则 D

A. f(−1) > 2

B. f(−1) <
2

e2

C. f(1) > 2e2

D. f(1) < 2e2

解析：令 g(x) = e−2xf(x)，则 g′(x) = e−2x(f ′(x)− 2f(x)) < 0，所以 g(x) 在 R 上单调递减，
所以 g(−1) > g(0) > g(1)，所以 f(−1) > 2e−2，f(1) < 2e2。

所以选 D。

注：这个构造是如何来的呢？考虑 f ′(x) = 2f(x) 的解是 f(x) = Ce2x，那么如果我们令函数

g(x) = e−2xf(x) = C，则 g′(x) = 0。所以这个 g(x) 的导数信息很可能反映 f ′(x)− 2f(x) 的

信息。

7. 已知 f ∈ C2[−1, 1], f ′′(x) > 0, 且 f(−1) + f(1) = 0, 由此不能得到的结论是 B

A. ∃ξ ∈ [−1, 1], 使得 f(ξ) = 0.

B. ∃ξ ∈ [−1, 1], 使得 f ′(ξ) > 0.

C. f(0) < 0.

D.
∫ 1

−1

f(x)dx < 0.

解析：f(−1)+ f(1) = 0，所以 f(−1) 和 f(1) 要么异号，要么同为 0，无论哪种情况都能得到
∃ξ ∈ [−1, 1]使得 f(ξ) = 0，所以 A正确；由于 f ′′(x) > 0，所以 f(x)是一个下凸函数，由下凸函

数的定义，可得 f(0) = f

(
−1 + 1

2

)
<

f(−1) + f(1)

2
= 0，所以 C正确；同样，f(x)的图像会在

(−1, f(−1)) 和 (1, f(1)) 连成的线段下方，所以

∫ 1

−1

f(x)dx <

∫ 1

−1

f(−1) + f(1)

2
dx = 0，所以

D正确；B错误，考虑恒单调递减的下凸函数，例如 e−x，就可以构造反例 f(x) = e−x− e+ e−1

2
，

满足题设条件，但其导数在区间内始终小于 0。

所以选 B。

二、填空题（共 6 题，每题 3 分，共 18 分）

8. lim
n→∞

1

n
3
2

(
√
n+ 1 +

√
n+ 2 + · · ·+

√
n+ n) =

2

3
(2

3
2 − 1).
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解析：构造黎曼和

lim
n→∞

1

n
3
2

(
√
n+ 1 +

√
n+ 2 + · · ·+

√
n+ n) = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

√
1 +

k

n

=

∫ 1

0

√
1 + xdx

=
2

3
(2

3
2 − 1)

注：在微积分 1 的下半学期能遇到这种含求和式的极限，九成可能就是要准备凑定积分定义。
基本的原理是 lim

n→∞

1

n
(f(

1

n
) + f(

2

n
) + · · ·+ f(

n

n
)) =

∫ 1

0
f(x)dx。

9.
∫ +∞

0

arctanx

(1 + x2)3/2
dx =

π

2
− 1.

解析：分母的二次根式
√
1 + x2 和分子的 arctanx都让人想做三角换元 x = tan t, (t : 0 → π

2
)，

有 ∫ +∞

0

arctanx

(1 + x2)3/2
dx =

∫ π
2

0

t cos tdt

= t sin t
∣∣∣π2
0
−
∫ π

2

0

sin tdt

=
π

2
− 1

10. 已知曲线段 Γ 在极坐标系下的方程为 r = eθ (0 ≤ θ ≤ π), 则 Γ 的弧长为
√
2(eπ − 1)

解析：

L =

∫ π

0

√
(r(θ))2 + (r′(θ))2dθ

=

∫ π

0

√
e2θ + e2θdθ

=
√
2

∫ π

0

eθdθ

=
√
2(eπ − 1)

11. 已知 f(x) = ex sinx, 则 f ′′′(0) = 2.

解析：直接求导也能做，用泰勒也能做，二者速度差异不大，这里就复习下泰勒。

ex sinx = (1 + x+
x2

2
+ o(x2))(x− x3

6
+ o(x3)) = x+ x2 +

1

3
x3 + o(x3)

所以
f ′′′(0)

3!
=

1

3
，所以 f ′′′(0) = 2。

12. 已知 x → 0 时, f(x) =
∫ x

sin x

ln(1 + t)dt 与 xp 是同阶无穷小量, 则 p = 4.

解析：

f ′(x) = ln(1 + x)− ln(1 + sinx) cosx

= x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)−

(
sinx− sin2 x

2
+

sin3 x

3
+ o(x3)

)(
1− x2

2
+ o(x3)

)
= x− x2

2
+

x3

3
+ o(x3)−

(
x− x2

2
+

x3

6
+ o(x3)

)(
1− x2

2
+ o(x3)

)
=

2

3
x3 + o(x3)



8

所以 lim
x→0

f ′(x)

4x3
=

1

6
，由洛必达法则 lim

x→0

f(x)

x4
= lim

x→0

f ′(x)

4x3
=

1

6
，所以 f(x) 与 x4 是同阶无穷

小量，所以 p = 4。

13. 微分方程 yy′′ − (y′)2 = 0 满足初值条件 y(0) = 1, y′(0) = 2 的特解为 y = e2x.

解析：令 p = y′，则 y′′ = p
dp

dy
，代入原方程得：

yp
dp

dy
− p2 = 0

解方程得 p = Cy。由初始条件 y(0) = 1, y′(0) = 2 得 p(1) = 2，所以 C = 2，即 p = 2y。因

此有
dy

dx
= 2y，解得 y = Ce2x, 由初始条件 y(0) = 1 得 C = 1，因此特解为 y = e2x。

三、解答题

14. (13 分) 设函数 f(x) =
x3

(x− 1)2
.

(1) 求曲线 y = f(x) 的渐近线;

(2) 求 f(x) 的单调区间、极值点和极值;

(3) 求 f(x) 的拐点, 以及上凸和下凸区间.

解析：

(1) 先找垂直渐近线：当 x → 1 时，f(x) → ∞，所以有渐近线 x = 1；

再找水平/斜渐近线：计算渐近线斜率：

lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x2

(x− 1)2
= 1

再求渐近线截距：

lim
x→∞

(f(x)− x) = 2

所以有斜渐近线 y = x+ 2。

(2) f ′(x) =
x2(x− 3)

(x− 1)3
，分析各段导数的符号，有：

• 当 x < 1 时，f ′(x) > 0，所以 f(x) 在 (−∞, 1) 上单调递增；

• 当 1 < x < 3 时，f ′(x) < 0，所以 f(x) 在 (1, 3) 上单调递减；

• 当 x > 3 时，f ′(x) > 0，所以 f(x) 在 (3,+∞) 上单调递增。

由此得到，f(x) 在有极小值点 x = 3，极小值为 f(3) =
27

4
。

(3) f ′′(x) =
6x

(x− 1)4
，分析各段二阶导数的符号，即可得到 f(x)在 (−∞, 0)上上凸，在 (0, 1)

和 (1,+∞) 上下凸，拐点为 (0, f(0)) = (0, 0)。

15. (10 分) 已知 f(t) =

∫ π

0

|t− sinx|dx, 求 f ′(t) 的表达式, 并求 f(t) 的最小值.

解析：首先考虑去绝对值，所以分情况讨论：

当 t ≤ 0 时，|t− sinx| = sinx− t，所以 f(t) =
∫ π

0
(sinx− t)dx = 2− πt，所以 f ′(t) = −π；

当 t ≥ 1 时，|t− sinx| = t− sinx，所以 f(t) =
∫ π

0
(t− sinx)dx = πt− 2，所以 f ′(t) = π；
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当 0 < t < 1 时，t = sinx 有两个解 x1 = arcsin t 和 x2 = π − arcsin t，所以

f(t) =

∫ x1

0

(t− sinx)dx+

∫ x2

x1

(sinx− t)dx+

∫ π

x2

(t− sinx)dx

= 2tx1 − 2tx2 + 2 cosx1 − 2 cosx2 + πt− 2

= 4t arcsin t+ 4
√
1− t2 − πt− 2

所以 f ′(t) = 4 arcsin t− π。

综上，f ′(t) =


−π, t < 0

4 arcsin t− π, 0 < t < 1

π, t > 1

。

令 f ′(t) = 0，解得 t = sin π

4
=

√
2

2
，而当 t <

√
2

2
时，f ′(t) < 0，当 t >

√
2

2
时，f ′(t) > 0，

所以 f(t) 在 t =

√
2

2
处取得最小值，最小值为 f

(√
2

2

)
= 2

√
2− 2。

16. (8 分) 记平面有界区域 D = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ 2
√
x, 0 ≤ x ≤ 1} 绕 x 轴旋转一周所得的旋转体

为 Ω. 求 Ω 的体积与侧面积.

解析：体积：

V = π

∫ 1

0

(2
√
x)2dx

= 4π

∫ 1

0

xdx

= 2π

侧面积：

S = 2π

∫ 1

0

2
√
x

√
1 + (2

√
x)′2dx

= 4π

∫ 1

0

√
x

√
1 +

1

x
dx

= 4π

∫ 1

0

√
x+ 1dx

=
8π

3
(2

3
2 − 1)

17. (8 分) 求广义积分的值
∫ +∞

1

(x− 1)dx

x(x+ 1)(x2 + 1)
.

解析：先做有理分式分解，设：

x− 1

x(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x
+

B

x+ 1
+

Cx+D

x2 + 1

通分后待定系数，解得 A = −1, B = 1, C = 0, D = 1，所以∫ +∞

1

(x− 1)dx

x(x+ 1)(x2 + 1)
=

∫ +∞

1

(
− 1

x
+

1

x+ 1
+

1

x2 + 1

)
dx

= ln
∣∣∣∣x+ 1

x

∣∣∣∣+ arctanx
∣∣∣+∞

1

= (0 +
π

2
)− (ln 2 +

π

4
)

=
π

4
− ln 2
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18. (12 分) 设函数 f(x) 可导, f(0) = 1

3
, 且满足方程:

f ′(x) + 2f(x) +

∫ x

0

f(t)dt = −3(x+ 1)e−x +
5

3

求 f(x).

解析：由等式中其它部分均可导，所以 f ′(x) 也可导。对等式两边求导得到：

f ′′(x) + 2f ′(x) + f(x) = 3xe−x

这是一个二阶非齐次常系数线性微分方程，首先求对应齐次方程 f ′′(x)+ 2f ′(x)+ f(x) = 0 的

通解，特征方程为 r2+2r+1 = 0，解得 r = −1是重根，所以齐次方程的通解为 C1e
−x+C2xe

−x。

再求非齐次方程的一个特解，观察右边，由于 −1 是原方程的二重根，所以设特解为 yp =

x2(Ax+B)e−x，代入方程解得 A =
1

2
, B = 0，所以特解为 yp =

1

2
x3e−x。所以原方程的通解

为 f(x) = C1e
−x + C2xe

−x +
1

2
x3e−x。

二阶方程解的确定需要两个初始条件。在原等式中令 x = 0，得到 f ′(0)+ 2f(0) = −3e−0 +
5

3
，

所以 f ′(0) = −2，结合 f(0) =
1

3
，得到 C1 =

1

3
，C2 = −5

3
，所以 f(x) =

(
1

3
− 5

3
x+

1

2
x3

)
e−x。

19. (10 分) 记初值问题 dy

dx
− xy = xex

2 , y(0) = 1 的解为 y = φ(x).

(1) 求 φ(x);

(2) 证明: lim
n→+∞

∫ 1

0

nφ(x)

(nx)2 + 1
dx =

π

2
.

(1) 解析：这是一个一阶非齐次线性微分方程，使用常数变易法（或直接使用公式），得到其
通解为 y = Ce

x2

2 + ex
2

，由初始条件 y(0) = 1 得 C = 0，所以 φ(x) = ex
2

。

(2) 思路：在做这个题目前，首先我们来分析一下这个积分的极限为什么应该是 π

2
。先看看

被积函数
nex

2

(nx)2 + 1
，当 n 很大时，对于大部分不在 0 附近的 x，(nx)2 会非常大，被积

函数将非常接近 0。所以整个积分的值主要受影响于 0 附近的区域。而当 x 在 0 附近时，
ex

2 ≈ 1，所以被积函数近似为
n

(nx)2 + 1
，其在 [0, 1]上的积分为 arctann，当 n → ∞时，

arctann → π

2
，所以这个极限确实应该是

π

2
。下面我们把这个想法变成一个严格的证明。

解析（区间分段法）：按照上面的思路，我们进行区间分段。一般先转化为证明一个式子

的极限是 0，根据上面的分析，π

2
= lim

n→+∞

∫ 1

0

n

(nx)2 + 1
dx，因此只需要证明

lim
n→+∞

∫ 1

0

n(φ(x)− φ(0))

(nx)2 + 1
dx = 0

设 δ > 0，我们将原积分分成两部分

∫ δ

0

+

∫ 1

δ

。对于第一部分，由于 φ(x) 在 0 处连续，

所以对于任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 x ∈ [0, δ] 时，|φ(x)− φ(0)| < ε

π
，从而：∣∣∣∣∣

∫ δ

0

n(φ(x)− φ(0))

(nx)2 + 1
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ δ

0

n|φ(x)− φ(0)|
(nx)2 + 1

dx

<

∫ δ

0

nε/π

(nx)2 + 1
dx

=
ε

π
arctan(nδ) < ε

π
· π
2
=

ε

2
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取定该 δ 后，对于第二部分，由于 φ(x)− φ(0) 在 [δ, 1] 上连续，所以有界，设其上界为

M，则 ∣∣∣∣∫ 1

δ

n(φ(x)− φ(0))

(nx)2 + 1
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

δ

n|φ(x)− φ(0)|
(nx)2 + 1

dx

≤ M

∫ 1

δ

n

(nx)2
dx

=
M

n
(
1

δ
− 1)

因此，当 n >
2M

ε
(
1

δ
− 1) 时，∣∣∣∣∫ 1

0

n(φ(x)− φ(0))

(nx)2 + 1
dx

∣∣∣∣ < ε

2
+

ε

2
= ε

所以 lim
n→+∞

∫ 1

0

n(φ(x)− φ(0))

(nx)2 + 1
dx = 0，原结论得证。

注：由上面的证明过程可以看出，本题的结论与 φ(x) 表达式到底是什么其实没有关系。

上面是微积分 1 中关于积分的极限常用的通法，此外下面给出另一种做法。
另解（直接夹逼）：由 f(x) = ex 在 [0, 1] 上是一个下凸函数，所以对于 x ∈ [0, 1]，有

ex ≤ e0+(e1−e0)x = 1+(e−1)x，换成 ex
2

，有 ex
2 ≤ 1+(e−1)x2，而又显然有 ex

2 ≥ 1，

所以对于 x ∈ [0, 1]，有 1 ≤ ex
2 ≤ 1 + (e− 1)x2，所以∫ 1

0

n

(nx)2 + 1
dx ≤

∫ 1

0

nex
2

(nx)2 + 1
dx ≤

∫ 1

0

n(1 + (e− 1)x2)

(nx)2 + 1
dx

而 ∫ 1

0

n

(nx)2 + 1
dx = arctann → π

2∫ 1

0

n(1 + (e− 1)x2)

(nx)2 + 1
dx = arctann+ (e− 1)

n− arctann

n2
→ π

2

所以由夹逼定理，有 lim
n→+∞

∫ 1

0

nφ(x)

(nx)2 + 1
dx =

π

2
。

四、附加题解析

设数列 {xn}, {yn} 满足 xn+1 = sinxn, yn+1 = y2n (n ≥ 1), 且 x1 = y1 =
1

2
. 求证: 当 n → ∞

时, yn 是比 xn 高阶的无穷小量.
思路：xn 和 yn 都是要趋于 0 的，而 sinxn ∼ xn，所以 n 很大时，xn+1 ≈ xn，而 yn+1 = y2n，

所以 yn 的衰减速度肯定是远快于 xn，因此 yn 是比 xn 高阶的无穷小量。接下来就只要对 xn 的衰

减速度进行一个估计就可以了。

解析：首先证明 xn 和 yn 都趋于 0。易得两数列单调递减且有下界 0，所以极限存在。分别设
lim
n→∞

xn = a 和 lim
n→∞

yn = b，则由递推关系式两边取极限可得 a = sin a 和 b = b2，解得 a = 0 和

b = 0。所以 lim
n→∞

xn = 0 和 lim
n→∞

yn = 0。

下面证明 yn 是比 xn 高阶的无穷小量。当 0 < x <
π

2
时，由 sinx 的上凸性，可得 sinx >

2

π
x，
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所以 xn+1 = sinxn >
2

π
xn。所以：

xn >

(
2

π

)n−1

x1 =

(
2

π

)n−1

· 1
2

yn = y2
n−1

1 =

(
1

2

)2n−1

0 <
yn
xn

<

(
1
2

)2n−1(
2
π

)n−1 · 1
2

→ 0

由夹逼定理可得 lim
n→∞

yn
xn

= 0，所以 yn 是比 xn 高阶的无穷小量。

注：顺便给出有关 xn 的一个更精确的估计。首先进行估计，由于 sinx ∼ x − x3

6
，所以当 n

很大时，xn+1 ≈ xn − x3
n

6
，所以

1

x2
n+1

≈ 1

x2
n

+
1

3
，所以

1

x2
n

≈ n− 1

3
+ C，其中 C 是常数，所以

xn ≈
√

3

n
。

然后可以使用 Stolz 公式严格证明 lim
n→∞

n

x2
n

= 3，所以当 n 很大时，有 xn ∼
√

3

n
。当然这个估

计对本题来说有点过头了（因为本题实在太松了，怎么放都能做），但也算是一个很有意思的分析

了。

结论就是，可以证明，对递推关系 xn+1 = xn − axk
n + o(xk

n)，有 xn ∼ k−1

√
1

a(k − 1)n
。


