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 微积分 A(1)第一次习题课参考答案（第四周） 

1.设 ,A B均是非空有界数集，定义 + { + | , }A B x y x A y B   。证明： 

（1） inf( ) inf infA B A B   ；  （2）sup( ) sup supA B A B    

证明：仅证（1）；（2）的证法类似于（1）。 

设 inf , infa A b B  ， 由 确 界 的 定 义 ， ,x A y B   均 有 ,x a y b  ， 因 此

x y a b   ，即 a b 是集合 A B 的一个下界，另一方面 0, ,x A y B      ，使

得 ,
2 2

x a y b 

 
    ，因此 ,x y a b      即 inf( ) inf infA B a b A B     . 

2.设 ,A B均是由非负实数构成的有界数集，定义 { | , }AB xy x A y B   。证明： 

（1） inf inf infAB A B  ；  （2）sup sup supAB A B   

证明：（1）略，仅证（2）。 

设 sup , supa A b B  ，若 =0 =0a b ，则结论显然成立，下面设 0a b ， 。 

由确界的定义， ,x A y B   均有0 ,0x a y b    ，因此0 xy ab  ，即 ab 是集合

AB 的 一 个 上 界 。 另 一 方 面 0  ， 对 于
a b




,x A y B    使 得

,x a y b
a b a b

 

 
   

 
，因此 

2( )( ) ( ) ( )x y a b ab a b ab
a b a b a b a b

 

   
        

   
 

即sup sup supAB ab A B   。 

注：（ 1 ）的证明中，也要用到类似“ 0  ，对于
a b




,x A y B    使得

,x a y b
a b a b

 

 
   

 
”的技巧。 

3. 已知 1, 0a k  。证明： lim 0
k

nn

n

a
  

方法一：令 1 ( 0)a bb   ，当 [ ] 1n k  时，
[ ] 1 [ ] 1(1 )n n k k

na b C b    ，
[ ] 1 [ ] 1

1k k

n k k

n

n n

a C b 
  

并且注意到
[ ] 1

lim 0
k

kn
n

n

C 
 ，可以得到 lim 0

k

nn

n

a
 。具体证明应用 N  定义叙述。 
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方法二: 令
k

n n
a

n

a
 ,则 1 1 1 1

lim lim 1n

n n
n

a n

a n a a



 


   ，故 na 最终单调递减。所以

l i m
n

na A


 存在。由
1

1 1
n na a

n

n a



 ，

A
A

a
 ，所以 0A  。 

4. 实数列 na ，如果偶数子列 na2 与奇数子列 12 na 均收敛到实数 A，求证数列 na 也

收敛到实数 A。 

证明：因为偶数子列 na2 与奇数子列 12 na 均收敛到实数 A，所以 

      








 AaNnN

AaNnN

n

n

1222

211

,,

,,,0
 

取 1 2max{2 ,2 1}, , nN N N n N a A       ，故数列 na 也收敛到实数 A。 

5．证明：若单调数列具有收敛的子列，则此单调数列收敛． 

证明：不妨设 na 为一单调增加数列， 
kna 为 na 的一个子列，且 lim sup{ }

k kn n
k

a A a


  ． 

0  ，因为 lim
kn

k
a A


 ，所以 0 0N  ，当 0k N 时，有

kna A   ． 

由于 na 单增，所以当
0Nn n 时，有

0Nn nA a a   ． 

对于
0Nn n ，总存在 nk ，使得

nkn n ，由单调性知
kn na a ． 

综上可知，当
0Nn n 时，总有

0N kn n nA a a a A     成立．故 lim n
n

a A


 ． 

6. 计算极限 
2 2 2

1 1 1
lim 1 1 1

2 3n n

    
      

    
. 

解： 

    

1 1

3 1

2 2 2 2
22 2

2

1 1 1 2 11 1
1

2 2

n n

n n
k k

n
k k

k

k k
k k n n n

k k n n
k

 

 

 



      
     

 

 
 


 

故极限为
1

2
. 

7．设
11

(1 )n

nu
n

  （易知数列{ }nu 收敛于 e）．  

（1）研究数列{ }nu 的单调性； 
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（2）利用（1）的结果证明
1 1 1

ln(1 )
1n n n
  


对于任意正整数n 都成立． 

（3）证明：数列
1 1 1

1 ln
2 3

na n
n

      收敛. 

 (4) 比较  
1000000

1000000 和  
999999

1000001 的大小. 

解：（1） 

1

2
1

3 2

2 3 2

1 1
(1 ) 1

11 1( ) (1 )
1 1 1 1 1

(1 ) 1

(1 ) 1
1 1 1

n

n nn

nn

u n nn n

u n n n

n n

n n n n n

n n n n n





 
      

  
 

 
    

    

 

所以数列{ }nu 单调减． 

（2）因为 
11

{(1 ) }n

n

 单调减，
1

{(1 ) }n

n
 单调增，所以 

11
(1 )n e

n

  ，
1

(1 )n e
n

  ． 

两边取对数，得 

1 1 1
( 1) ln(1 ) 1 ln(1 )

1

1 1 1
ln(1 ) ln(1 )

n
n n n

n e
n n n

     


     

 

所以
1 1 1

ln(1 )
1n n n
  


 

（ 3） 1

1 1 1
ln( 1) ln ln(1 ) 0

1 1
n na a n n

n n n
         

 
，则 { }na 单调递减，又

1 1 1 1 1 1 1
1 ln ln(1 ) ln(1 ) ln(1 ) ln(1 ) ln(n)

2 3 1 2 3

3 4 1
ln 2 ln ln ln ln( ) ln( 1) ln(n) 0

2 3

na n
n n

n
n n

n

               


         

 

所以， lim n
n

a


存在。 

 （4） 

解法一： 

1

1 1
1

( 1)

n

n

n

n n n

n a e

 
  


，当 2n  。 
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解法二： 

令
1( 1)

n

n n

n
b

n 



，则

 

 

 
2 2

1

2

1 1
1

22

n
n

n

n n
n

n nb

b n nn n


  

   
   

 

又有
2

4
1

3
b   ，故 1, 1nb n   。故    

1000000 999999
1000000 1000001 。 

解法三： 

   1

1
1 1 1 1 1

( 1) 1 1

nn

n

n n
n n

n n n

   
         

     
 

其中用到  1 1 ,n ,0 1
n

x n xx      。 

8．利用
1

(1 )n

na
n

  递增,
11

(1 )n

nb
n

  递减的结果,试证明 

   (1)  ! 1

n n
n n

n e n
e e

   
     

   
 

  （2）当 6n  时,试导出更强的不等式 !

n
n

n n
e

 
  

 
. 

证明：容易得到 1 1,n n n na a e b b e    。 

（1） 

 

1

2

1

1

1

1

11
1

n!

k
nk

n

k
k

n

n n
k

n
k k

k

k
n

e a
k

k













 
     

 


 


 

故
 1

!
n

nn
n n

n
e e

  
   

 
 

 
11

1

1

1

1

2

1

11
1

n!

n

n n

k

k

nk

n

k
k

n
k k

k

k
n

e b
k

k







 



 
     

 


 


 

故
 

     
1

1

1
! 1 1 1

n

n

n

n

n

n

n

n

n an n nn
n e n e n e n

e e e e e e


 

                     
     
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（2）当 7n  时， ! 5040,n 5256

n
n

n
e

 
  

 
，故不等式成立。 

因为

 

 
1

1

1
1

1

n

n

n

n
n n

ee

bn
n

e



 
  

   
 

  
 

，故若 !

n
n

n n
e

 
  

 
， 

则      
1

1
1 ! 1 1

n n
n n

n n n n
e e


   

       
   

。由数学归纳法，当 6n  时不等式成立。 

9．设 1 ln ( 0)x a a  ， 1 ln( )n n nx x a x    ，证明数列{ }nx 收敛，并求极限 lim n
n

x


的值． 

解：注意到不等式  ln 1x x  ． 

显然有 ln( ) 1 1x a x x a x a         

所以 1nx a  . 

所以  1 ln 0n n nx x a x     . 

于是极限存在，设其值为 *x ，则 * * ln( *)x x a x   ，解得 * 1x a  ． 

（取 ( ) ln 1g a a a   ，则
1

( ) 1g a
a

   ，易知 (1) 0g  是 ( ) ln 1g a a a   在 (0, ) 上

的最大值．所以 ln 1a a  ．） 

10. 设数列 na 由
n

n
a

aa


 
1

1
,1 11 定义，求证：

2

15
lim





n

n
a 。 

证明：先证数列 na 收敛。由数学归纳法可证 0na  ， 

设
2

15 
A ，显然

1

1
A

A



。 

1

1 1 1

1 1 (1 )(1 ) 1

n

n n n

n n

a A
a A a A A a A

a A a A A



       

    
， 

故  
2 1

1 2 10 n

n n na A A a A A a A A a A

          ， 

显然， lim n
n

a A


 。 

11．已知当 0lim 


n
n

a   
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（1）证明： 0lim 21 


 n

aaa n

n


。 

（2）当 BbAa n
n

n
n




lim,lim 时，证明： AB
n

bababa nnn

n


 



1121lim


。 

证明： 

（1） 显然由 0lim 


n
n

a ，
1 10, 0,s.t . ,

2
nN n N a


       。 

令
1

1

N

k

nA a


 ，则
2 20,s.t . ,

2

A
N n N

n

 
     。 

令 1 2, )max(NN N ，于是 1 1 1,
2 2

n

n n n

n n

k k k

a a a
A n N

n N
n n n n n

  
   

       
  

。 

（2）因为 BbAa n
n

n
n




lim,lim ，设 nnnn BbAa   , ， 

其中 0lim,0lim 


n
n

n
n

 。 

由于 1111 ))((   knkkknknkknk BAABBAba  ，所以 








 


















nn
B

n
AAB

n

bababa

nnnnnn

n

nnn

n

11212111

1121

lim

lim

 



 

而
n

M
n

nnnn
 


 

 211121 ，其中 Mn  ， 

从 而 根 据 0lim 11 
 

 n

nn

n

 
，  0lim 321 



 nn

 
， 及

0lim
21




 n

n

n

 
，得到 AB

n

bababa nnn

n


 



1121lim


。 

12．设极限 lim ( )
1 2

a a a a
nn

   


存在，证明
2

1 2lim 0
a a na

n

nn

  



． 

证： 

方法一： 
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令
0

1

, 0
n

n n

i

S a S


  ，注意到当 2n  时 

 
1

1 1 1 1 1

1

1

n i n n n n

i j j

n

i i i n j

i j j

n

i j

jia a a S S nS S


     





           

有

1

1

1

1 11

1

n n

j j

n

j ji

i
n n n

S Sia
n

b S S
n n n n

 

 
    



  
 

由 lim
n

nS a


 ，有

1

1
lim

1

n

j

j

n

S

a
n











 

故 lim 1 0n
n

b a a


     

方法二:  

任给 0  ，因为 lim ( )
1 2

a a a a
nn

   


，所以存在 1 0N  ，当 1n N 时，有 

1 2
a a a a a

n
        ． 

 记 

1 2

1 2 1 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 1

2

[ ] [( ) ] [( ) ]

[( ) ]

n n

n n n

n n

b a a na

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a 

   

              

        

 

则  

1 1 2 1 2 1

1 1 2 1 2 1

[ ( ) ( ) ( )]

[ ( ) ( ) ( )]

n

n

n

n a a a a a a a a a a

b

n a a a a a a a a a a









            

 

           

 

所以  

1 1 2 1 2 1

1 1 2 1 2 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n

n

a a a a a a a a a a

n

b

n

a a a a a a a a a a

n









          
 

 

          


 

 根据条件易知 1 1 2 1, ( 2,3, , )n nc a c a a a a n n       的极限为零，所以 
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1 2lim 0nc c c

nn

  



． 

从而对上述 0  ，存在 0N  （不妨设 1N N ），当n N 时，有 

1 2 nc c c

n
 

  
   ． 

 综上，当n N 时，有 2 2nb

n
    ，即 lim 0nb

nn



． 


