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 微积分 A(1)第二次习题课参考答案（第五周） 

一、实数理论（单调有界，柯西收敛准则，Bolzano 定理） 

1.设 n
nn qaqaqaab  2

210 ，其中 1q 且数列 ka 有界，试证数列 nb 收敛． 

证明：Cauchy 收敛准则．设 Mak  ，则 

11 2 1
1 2

1

1 1

m
nn n n m n

n m n n mn n

q M
b b a q a q a q M q q

q q

   
  


      

 
． 

由此易证数列 nb 是一 Cauchy 列，所以收敛． 

2．已知 Kepler 方程为  

0 sin (0 1)x y x     ， 

设 00 yx  ， 0 1sin ( )n nx y x n N    。证明 nx 收敛。 

证明：因为 xx sin ，所以 sin sin 2 cos sin 2
2 2 2

x y x y x y
x y x y

     
       

   
 

0 1 11 0 1sin sin sin sinn n n n n nn nx x x x x x x xy y                

所以 1 1 0

n

n nx x x x     
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
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



1

01

01

21

1211 

 

 因为 10   ， nx 满足 Cauchy 准则，收敛。 

3.下列哪些命题与柯西准则等价，证明你的结论或举出反例。 

（1）对于任意的 p N ，均有 lim( ) 0n p n
n

a a


  。 

（2） 0  , 
*N  ,只要n N ,就有 | |n Na a    

（3） 0  , 
*N  以及 A  ,只要n N ,就有 | |na A    

解：（1）不等价，反例 lnna n 。事实上，（1）等价于 

*, 0p     , 
*N  ,只要n N ,就有 | |n p na a    。 

（2）等价。（2）推出柯西准则：由（2） 0  ,对 0
2


  

*N  ,只要 n N ,就有
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| |
2

n Na a


  .因此 ,n m N 时 | | | | | |
2 2

n m n N m Na a a a a a
 

        。 

柯西准则推出（2）：由柯西准则， 0  ,
*N  ,只要 ,n m N ，就有 | |n ma a   。 

1 1N N   , 1n N 时, 
1

| |n Na a   . 

(3)等价。（3）推出柯西准则的方法类似于（2） 

柯西准则推出（3）: 0  ,
*N  ,只要 ,n m N ，就有 | |n ma a   。 

令 1NA a  即可。 

二、函数极限  

4. 用定义证明： 

（1）
2 2lim(sin 2 sin 1) 0

x
x x


    ；  （2）

1

1
lim arctan .

1 2x x







 

证明：（1）
2 2 2 2

2 2 2 1 2 1
sin 2 sin 1 2cos sin

2 2

x x x x
x x

     
     

2 2

2 2

1 1
2 1

2 1
x x

xx x
     

  
． 

0  ，取
1

1N


 
  
 

，则对于 x N  ，有
2 2 1

sin 2 sin 1x x
x

     成立，

所以  2 2lim sin 2 sin 1 0
x

x x


    ． 

（2） 0(0 ),
2


      要使不等式 

1 1
arctan arctan

1 2 2 1x x

 
   

 
   ( 1)x   

成立，解得
1

1 .

tan( )
2

x




 



 取 
1

tan( )
2




，于是 

1
0, 0, (1 ,1),

tan( )
2

x  




       



有
1

arctan ,
1 2x


 


 

即
1

1
lim arctan .

1 2x x






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5．（1）讨论极限 

x
x




 1

11

21

1
lim 是否存在；   

解：左右极限不等，极限不存在。 

（2）求极限  























 ||

sin

1

2
lim

4

1

0 x

x

e

e

x

x

x
 

解： 





















 ||

sin

1

2
lim

4

1

0 x

x

e

e

x

x

x







x

x

x

e

e
4

1

0

1

2
lim 110

||

sin
lim

0


 x

x

x
 























 ||

sin

1

2
lim

4

1

0 x

x

e

e

x

x

x







x

x

x

e

e
4

1

0

1

2
lim 112

||

sin
lim

0


 x

x

x
 

于是 1
||

sin

1

2
lim

4

1

0
























 x

x

e

e

x

x

x
。 

6.设函数 )(xf 在  ,0 上满足 )()( 2 xfxf  ，且 )1()(lim)(lim
0

fxfxf
xx


 

，求证：

),0(),1()(  xfxf 。 

证明：，  nxfxfxfxf
n

),()()()( 242   

)1,0(x 时， 0lim 2 


n

x
n

，故 )1()(lim)(lim)(
0

2 fxfxfxf
xn

n




。 

),1( x 时，而 


n

x
n

2lim ， )1()(lim)(lim)( 2 fxfxfxf
xn

n




， 

故 ),0(),1()(  xfxf 。 

7．设 )(xf 在  ,0 单调递增，且 1
)(

)2(
lim 

 xf

xf

x
，求证： 0a ， 1

)(

)(
lim 

 xf

axf

x
。 

证明：（1） 21  a 时，由 )(xf 在  ,0 单调递增性， 

)(1
)(

)2(

)(

)(

)(

)(
1  x

xf

xf

xf

axf

xf

xf
 

由夹逼定理， 1
)(

)(
lim 

 xf

axf

x
。 
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（2） 42  a 时，
)(

)
2

(

)
2

(

)
2

2(

)(

)(

)(

)2(

xf

x
a

f

x
a

f

x
a

f

xf

axf

xf

xf



 ，而 

1

)
2

(

)
2

2(
lim 




x

a
f

x
a

f

x
，   1

)(

)
2

(
lim 

 xf

x
a

f

x
（由（1）证得） 

故由夹逼定理， 1
)(

)(
lim 

 xf

axf

x
。 

同理可证 2a ， 1
)(

)(
lim 

 xf

axf

x
。 

(3) 10  a 时，
1 1a    

 

11 1( ) 1 ( ) ( )
lim lim lim lim 1

( )( ) ( ) ( )

( )

x x x x

f ax f x f a x

f xf x f ax f x

f ax

   

 



  
     

   
  

8.（书上 P.49,18）Riemann 函数的定义为

1
, ,

( ) 0 \

1 0

m
x m n

n n

R x x

x





 
 



互质

，证明：Riemann

函数在任意点的极限均为 0. 

证明： 0x  ，考虑 Riemann 函数在 0x 点的极限。 

0  ，取 0q 为正整数，使得
0

1

q
 。在 0 0( 1, 1)x x  中，有理数

p

q
满足 00 q q 

的只有有限个。取 足够小，使得 0( )B x 中不包含那些满足 00 q q  的有理数
p

q
， 

1
0 ( )R x

q
    

故 Riemann 函数在任意点的极限均为 0. 

9．设













,2,
1

,21,
)(1 x

x

xx
xf


















,1,
1

,1

,1

,

,1

)(

nx
x

nxn

nx

xxf
n

n  
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（1）对任意固定的n ，求 )(lim xfn
x 

； 

（2）求 )()()(lim)( 21 xfxfxfxF n
n




 在 ),1[  上的表达式； 

（3）求 )(lim xF
x 

。 

解 （1）对任意固定的n ， 0
1

lim)(lim 
 x

xf
x

n
x

； 

（2）（求 )(xF 在 ),1[  上的表达式，也就是求 )(xF 在任意点的值） 

对任意的 ),1[ x ， 

当 ]2,1[x 时， ,1)(,1)(,)( 321  xfxfxxf ，这时 

xxfxfxfxF n
n




)()()(lim)( 21  ； 

当 ),2( x 时，总存在正整数 0n 使得 21 00  nxn ，这时 

x
xf

x
xf

x
xf n

1
)(,,

1
)(,

1
)(

021   ， 1)()(,)( 32

1

1 00

0

0
 



 xfxfxxf nn

n

n ， 

所以 xxfxfxfxF n
n




)()()(lim)( 21  。 

综上便知 )()()(lim)( 21 xfxfxfxF n
n




 在 ),1[  上的表达式为 xxF )( 。 

（3） 


)(lim xF
x

。 

 

三、连续函数概念 

10.讨论函数 )(xf 的连续性，若有可去间断点，将函数修正为连续函数。 

 
























0
cos1

01

0
2

sin1ln

)(

2

2

2

x
x

x

x

x
x

x

xf  

解：这一分段函数各段表达式在给定的区间内均为初等函数， )(xf 有唯一的间断点 0x ， 

并且   )(lim
0

xf
x 

 






2

2

0 2

sin1ln
lim

x

x

x 2

1

2

sin
lim

2

2

0


 x

x

x
， 

2

1

2
lim)(lim

2

2

00 _


  x

x
xf

xx
， 
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因此 0x 为 )(xf 的可去间断点，若改变 )(xf 在 0x 处的定义为
2

1
)0( f ，则 )(xf 在

),(  上处处连续。 

11.考察函数 xey

1
cos1

 的连续性。 

解：这是一个复合函数，
uey  处处连续，而

x
u

1
cos1 有第二类间断点 0x ，于是函

数 xey

1
cos1

 除去点 0x 外处处连续（ 0x 为第二类间断点，属于振荡形间断点。） 

 

12.设 ),(
1

lim)(
2

212










C

x

bxaxx
xf

n

n

n
，求 ba, 。 

解：根据 x 的不同范围， )(xf 的表达式为 

































1,
1

1,
2

1

11,

1,
2

1

1,
1

)( 2

x
x

x
ba

xbxax

x
ba

x
x

xf  

在 1x 点函数连续， 1 ba ； 

在 1x 点函数连续， 1ba ； 

故 1,0  ba 。 

13．设 ( ), ( ) [ , ]f x g x C a b . 

证明：（1） | ( ) |,max{ ( ), ( )},min{ ( ), ( )} [ , ]f x f x g x f x g x C a b . 

     （2） ( ) min ( ), ( ) max ( ) [ , ]
a x a x

m x f M x f C a b
 

 
   

    

证明：(1) 0 [ , ]x a b  ,由于
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


  以及 

0 00 || ( ) | | ( ) || | ( ) ( ) |f x f x f x f x    ，可以得到
0

0lim | ( ) | | ( ) |
x x

f x f x


 .因此 | ( ) |f x 在 0x

处连续.(当 0x a 或者 0x b 时上述的极限和连续均表示单侧极限与单侧连续) 注意到 
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( ) ( ) | ( ) ( ) |
max{ ( ), ( )}

2 2

( ) ( ) | ( ) ( ) |
min{ ( ), ( )}

2 2

f x g x f x g x
f x g x

f x g x f x g x
f x g x

 
 

 
 

 

知max{ ( ), ( )},min{ ( ), ( )} [ , ]f x g x f x g x C a b . 

(2) 只证明 ( )m x  连续， ( )M x  的证明类似 

注意到min min(minX,min )X Y Y  ,如果min( ),min( )X Y  存在。 

容易看到, ( ) ( )m x f x , ( )m x  不增. 

考虑 0 ( , )x a b  . 

如果 0 0( ) ( )f x m x  ，由 f  连续， 0 0 0, 0, ( ), (x) ( ), x ) (x B x f f m x       .任

意 0 0x xx    ,若 0( ) ( )m x m x ,则
00 0) min{ ( ),min( ( )} ( )x t xm x f t m xm x    ,所以

0( ) ( )m x m x .任意 0 0x xx    ,
00 0( ) min{ ( ),min ( )} x )(x t xm x m x f t m   。所以

0 0( ) ( ), ( ),B xm x m x x    , ( )m x 在 0x 连续。 

如果 0 0( ) ( )f x m x ,由 f 连续， 0 00, 0, . . ( ), ( ) (, )s t x B x f x m x        .任意

0 0x xx    ,有 0(( )) mm xx  ,且 0( )) )(( f x mm x x   .任意 0 0x xx    ,有

0(( )) mm xx  ,且
00 0( ) min{ ( ),m ( (xin } ))x t x f tm x m x m    .所以 ( )m x 在 0x 连续。 

x a x b   时证明只需要考虑上面的一类情况. 

14.设 )(xf 在 ),( ba 内至多只有第一类间断点，且 

),(,,
2

)()(

2
bayx

yfxfyx
f 










 
                 （*） 

证明 ),( baCf  。 

证 明 ： ),(0 bax  ， 因 为 )(xf 在 ),( ba 内 至 多 只 有 第 一 类 间 断 点 , 假 设

BxfAxf
xxxx






)(lim,)(lim
00

。要证 )( 0xfBA  。 

在（*）式，取 0xy  ， ,
2

)()(

2

00 xfxfxx
f










 
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,
2

)()(
lim

2
lim 00

00

xfxfxx
f

xxxx










 




 

)( 0xfB   

同理可证， )( 0xfA  。 

另外，在（*）式，取 hxyhxx  00 , ， 

,
2

)()(
)(

2

00
0

00 hxfhxf
xf

hxhx
f










 
 

,
22

)()(
lim)( 00

0
0

BAhxfhxf
xf

h









 

故 )( 0xfBA  。 

 


