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 微积分 A(1)第四次习题课参考答案（第七周） 
 

一、闭区间连续函数性质 

1．证明：若 ),()( Cxf , f f x x( ( ))  ,则存在 ),(  ,使得 f ( )  . 

证明 （连续函数的零点存在定理） 

法一：令 xxfxF  )()( ，则 )(xF 连续，且 

)()())(())(( xfxxfxffxfF  ， 

所以 0))(()( xfFxF .当等号成立时，取 x ；当等号不成立时，由连续函数的零

点存在定理，存在介于 x 与 )(xf 之间的点 ，使得 

0)( F ，即  )(f . 

法二：反证法.若 xxf )( ，不妨设 ( ),x f x x  ，则 

xxfxff  )())(( , 

这与条件矛盾，故存在 ),(  ,使得 f ( )  . 

2.设函数 )(xfy  在 ),(  上连续，且 0)(lim 


xf
x

存在，若 )(xfy  在 ),(  内

可取到正值，证明函数 )(xfy  在 ),(  上必有正的最大值。  

证明：由于 )(xfy  在 ),(  内可取到正值，则至少有一点 x1   ( , ) 使

f x( )1 0 ，又因为 0)(lim 


xf
x

，则对 0)( 1  xf ， 0|| 1  xX ，使当 Xx || 时，

)(|)(| 1xfxf  . 另一方面当 ],[ XXx  ，由于 )(xf 连续，必有 ],[ XXxm  ，使 )( mxf

为 ],[ XX 上的最大值，且 ],[1 XXx  ，所以 0)()( 1  xfxf m 。 

3.(书上 P60,14) ( )f x 在 上有定义， (0,1), , ,L x y    ( ) ( )f x f y L x y   ，任

取 1 1, ( )n na a f a  ，证明： 

（1）{ }na 收敛 

（2）设 lim n
n

a a


 ，则a 为 ( )f x 唯一的不动点（ ( )f a a ）。 

证明：（1）
2 1

1 1 1 1 2 2 1( ) ( ) n

n n n n n n n na a f a f a L a a L a a L a a

               

故 
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1 1 2 1

1
2 3 1

2 1 2 1
1

n p n n p n p n p n p n n

n
n p n p n

a a a a a a a a

L
L L L a a a a

L

        


    

       

      


 

因为 (0,1)L ，{ }na 是 Cauchy 数列，必收敛。 

（2） 因为 (0,1), , ,L x y    ( ) ( )f x f y L x y   ， f 为实轴上的连续函数。 

1 ( )n na f a   

两边去极限， ( )a f a 。故a 为 ( )f x 的不动点。假设还有一个b a 也为 ( )f x 的不动点，

( )b f b ， ( ) ( )f b f a b a L b a     ，矛盾。故不动点唯一。 

4. 设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，对 [ , ]x a b  ，总存在 [ , ]y a b 使得
1

( ) ( )
2

f y f x ．求证：

至少存在一点 [ , ]a b ，使得 ( ) 0f   ． 

证明： 

反证法：如果函数 ( )f x 在[ , ]a b 上没有零点，则函数 ( )f x 在[ , ]a b 上也没有零点, 所以

( ) 0f x  . 

因为 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，根据闭区间上连续函数的性质，必存在最小值，即存在点

[ , ]a b  使得  | ( ) | min | ( ) | 0
a x b

f f x
 

  ． 

由题设条件知，在[ , ]a b 内存在 [ , ]y a b ，使得
1

( ) ( ) ( )
2

f y f f   ．这与 ( )f 

是最小值矛盾，所以函数 ( )f x 在[ , ]a b 上至少有一个零点． 

直接法：取 0)(],,[ 00  xfbax ，根据题中条件，存在 ],[1 bax  ，使得 )(
2

1
)( 01 xfxf 

（假设 0)( 1 xf ）；类似地，存在 ],[2 bax  ，使得 )(
2

1
)( 12 xfxf  （假设 0)( 2 xf ）．依

次下去，存在 ],[}{ baxn  ，满足存 )(
2

1
)(

2

1
)( 01 xfxfxf

nnn    （假设 0)( nxf ），

易知 0)(lim 


n
n

xf ． 

因为数列 }{ nx 有界，所以存在收敛子列 }{
knx ，记 lim

kn
k

x


 ，则 [ , ]a b ．因为函

数 )(xf 在处连续，所以 ( ) (lim ) lim ( ) 0
k kn n

k k
f f x f x

 
   ． 
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5.设 ]1,0[]1,0[: f 为连续函数， xxffff  ))((,1)1(,0)0( 。证明 

  （1） )(xf 是单调函数； 

  （2） xxf )(  

证明：（1）证明 f 单调不减. 

反证法：假设存在 )1(1)()(,],1,0[, 122121 fxfxfxxxx  。因为 ]1,0[]1,0[: f 为

连续函数，存在 ]1,[ 23 xx  使得 )()( 13 xfxf  ，而 3311 ))(())(( xxffxffx  ，矛盾。 

（2） ]1,0[)(,],1,0[  xfxx 。 

如果 )(xfx  ，由 f 的单调性， xxffxf  ))(()( ， xxf )( ； 

如果 )(xfx  ，由 f 的单调性， xxffxf  ))(()( ， xxf )( 。 

故 xxf )( 。 

6．证明：平面上，沿任一方向作平行直线，总存在一条直线，将给定的三角形分成面积相

等的两部分. 

简证 建立如图所示的坐标系. )(xS 表示阴

影部分的面积，由于对于任意的

],[, 21 baxx  ，都有 

2121 )()( xxLxSxS  ，所以

],[)( baCxS  ，又因为

sbSaS  )(,0)( ，根据连续函数的介值

定理可知存在 ),( ba ，使得 sS
2

1
)(  . 

7.证明：若函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续，并且存在反函数，则 )(xf 在 ],[ ba 上单调． 

证：由 f 存在反函数, , [ , ],( ( ) ( ))x y a b x y f x f y      . 

 

首先证明在[ , ]a b 中任取c x d  ,如果 ( ) ( ), ( ) ( ( ), ( ))f c f d f x f c f d  ,如果

A 
B 

C 

a b 

)(xS

 

x  

1x

 

2x  
x  

y  

L  
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( ) ( ), ( ) ( ( ), ( ))f c f d f x f d f c  . 

只证明 ( ) ( )f c f d  的情况 ,剩下的情况类似 .若 ( ) ( )f x f d ,由中值定理 ,存在

( , ( )( )),c x f f d   ,矛盾.若 ( ) (c)f x f ,由中值定理,存在 ( , ( )( )),x d f f c   ,,矛

盾. 

 

若 ( ) ( )f a f b ,则[ , ]a b 中任取在 x y ,若 x ya b   ,由上面的结论有 ( ) ( )f x f y .若

a x y b   ,对 , ,a y b由上面的结论有 ( ) ( ) ( )f a f y f b  ,再对 , ,a x y 由上面的结论有

( ) (x) ( )f a f f y  .故 f 严格单调上升. 

类似可以证明若若 ( ) ( )f a f b ,严格单调下降. 

二、导数定义与求导法 

8. )(xf 在 ax  可导， 0)( af ，求

x

x af

x
af




























 )(

1

lim  

解：

































































































)(

)(
1

)(
1

)(

)(

)(
1

1
)(

1 af

af
x

af

x

af
x

af

af
x

af

af
x

af

af

x
af

 

)(

)(

)(

1

lim af

af

x

x
e

af

x
af 































 

9. )(),( xgxf 定义在 )1,1( ，在 0x 连续，若













02

0
)(

)(

x

x
x

xg

xf , 

(1)求: (0)g ； (2)证明 (0)g 存在并求值. 

解：由
0

lim ( ) (0)
x

f x f


 有，
0

( )
lim 2
x

g x

x
 ， 

因此
0 0 0 0

( ) ( )
(0) lim ( ) lim lim lim 2 0 0

x x x x

g x g x
g g x x x

x x   
       
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因此
0 0

( ) (0) ( )
(0) lim lim 2

x x

g x g g x
g

x x 


     

10. ( ), ( )f x g x 在  ( , )上有定义，对任意的 hx, 有 )()()()()( xghfhgxfhxf 

 成立，且 1)0()0(,0)0()0(  fggf ，求 )(xf  ． 

解 （导数定义） 

。)(

)0()()0()(

))0()()(())0()()((
lim

)()()()()(
lim

)()(
lim)(

0

00

xg

fxggxf

h

fhfxgghgxf

h

xfxghfhgxf

h

xfhxf
xf

h

hh


















 

11.已知













0,0

,0,
1

sin
)(

4

x

x
x

x
xf ，求 )0(f  ． 

解 （高阶导数定义） 

因为   













,0,
1

cos
1

sin4

,0,0
)( 23 x

x
x

x
x

x
xf  

所以  0]
1

cos
1

sin4[lim
)0()(

lim)0( 2

00





 x
x

x
x

x

fxf
f

xx
. 

12.求下列函数的导函数 

(1) xxy  ；                   (2)
21arcsin xy  ； 

(3)
x

x
y

cos1

cos1
ln




 ；                (4) 












1

1
sin

2

x
ey x

 

(5) 设函数 )(xyy  由方程 04ln22

 xyx y
确定，求 y； 

(6)已知函数 )
1

1
(






x

x
fy 满足 xxf arctan)(  ，求 2x

dx

dy
； 

(7)设函数 )(yg 是 )(xf 的反函数，若 )(),( xfxf  存在且 0)(  xf ，求 )(yg  ． 

解：           xxy  ，
xx

x

xx

xx
y











2

2

1
1

2

)(
 

21arcsin xy  ，

 
   

22

2
2

2
2 12

21

12

11
1

11

1

x

x

xx

x

x
x

x

y

















  



作者：罗强，闫浩, 章纪民  2013 年 10 月 

Page  6  of  8 

x

x
y

cos1

cos1
ln




 ，     

2)cos1(

)cos1(sin)cos1(sin

)cos1(2

cos1

cos1

cos1
2

cos1

cos1

cos1

cos1

1

cos1

cos1

cos1

cos1

1

x

xxxx

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

x

x
y



























































 













1

1
sin

2

x
ey x ，  

2)1(

1

1

1
cos

1

1
sin2

22



























xx
e

x
xey xx

 

(5)（隐函数求导，幂指型函数求导）在 04ln22

 xyx y
两端关于 x 求导得 

0)ln2()ln2(
22

ln2


x

y
xyy

x

y
xyye xy

， 

所以     0ln2
2


x

y
xyy ， 

故      
xx

y
y

ln2
 . 

(6)（复合函数求导）
2)1(

2

1

1
arctan

1

1
)

1

1
(































xx

x

x

x

x

x
f

dx

dy
， 

所以      
3

2
3arctan22 x

dx

dy
. 

(7) （反函数求导）因为 yygf ))(( ， 

所以      1)())((  ygygf ， 

0)())(())())((( 2  ygygfygygf ， 

即        1)()(  ygxf ， 

0)()())()(( 2  ygxfygxf ， 

所以    
2

3

( )( ( )) ( )
( )

( ) ( ( ))

f x g y f x
g y

f x f x

  
    

 
. 

13.解答下列高阶导数的问题. 

（1） )1ln()1()( 2 xxxf  ，求 )1()( nf  

解：先计算出 2ln2)1(,0)1(,0)1()0(  fff  

记  )1ln()(,)1()( 2 xxvxxu  ，当 2n  时， 
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 

)1(2

1)1()1()1()1()1(

)()()(

)2(2

)()1(1)2()2(2

0

)()()(















nn

n

nn

n

nn

n

nn

n

n

k

kknk

n

n

vC

vuCvuCvuC

xvxuCxf

 

而 (3)

2 3

(

4

4)1 1 2 6
( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,

1 (1 ) (1 ) (1 )
v x v x v x v x

x x x x

   
    

   
容 易 证 明

( ) ( 1)!
( ) ,

(1
1

)

n

n

n
v x n

x

 



  

( )

2

( 1)( 3)!
( 1) ,

2
3n

n

n n n
f n



  
   

（2）求
22

1

ax
y


 的 n 阶导数。 

解： 

)()(

22

)( 11

2

11
nn

n

axaxaax
y 
































  




















 11 )(

!)1(

)(

!)1(

2

1
n

n

n

n

ax

n

ax

n

a
 
















 11 )(

1

)(

1

2

!
)1(

nn

n

axaxa

n
。 

 

（3）求 xxy sin2 的 100 阶导数. 

解：由莱布尼茨公式，注意到
2x 的 3n 阶导数均为零，则有 

)99(2)100(2)100( )(sin)(100)(sin xxxxy   

                            
)98(2 )(sin)(

!2

99100
xx 


  

           


















2

99
sin200

2

100
sin2 

xxxx  

                            









2

98
sin99100


x  

        xxxxx sin9900cos200sin2   

 

（4）设  2
arcsin xy  ，证明： 2)1( 2  yxyx  并求 )0()(ny 。 
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解：  (0) 0, (0) 0, 0 2y y y    . 

（a）                     
21

1
arcsin2

x
xy


  

  yyx 4)1(
22   

两边对 x 求导， 

  yyxyyx  422)1(
22  

若 0( )y x  ,
2(1 ) 2x y xy    . 

否则 0x  ,由  0 2y  ,不等式也成立. 

（b） 2)1( 2  yxyx 的两边对 x 导得 

 
(2) 2 (3) (1) (2)2 (1 ) 0xy x y y xy         

故
(3) (1)(0) (0) 0y y  . 

2)1( 2  yxyx 的两边对 x 求 n 阶导, 2n   

2 ( 2) ( 1) 2 ( )(1 ) (2 21) 0,n n nx y n xy n y n        

令 0x ， 

)0()0( )(2)2( nn yny  , 2n   

1(3) (2 )(0) 0 (0) 0, 2ny y n   ,故
(2 1) (0) 0, 0ny n   . 

 2)2( !)!12(2)0(2)0(  nyy n
 

14.求极限
)5tan(

)cos1(
lim

20 x

xf

x




，其中 )0(f  存在， 0)0( f ； 

解 （导数定义，无穷小比较） 

)0(
10

1

)5tan(

cos1

cos1

)0()cos1(
lim

)5tan(

)cos1(
lim

2020
f

x

x

x

fxf

x

xf

xx












. 

注意：此题不可以用洛必达法则。 


