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 微积分 A(1)第四次习题课参考答案（第九周） 
一、中值定理 

1.在  1,0 上， 1)(0  xf ， )(xf 可微，且 1)(  xf . 

证明:在  1,0 存在唯一的 使  )(f 。 

证明：（1）存在性：作辅助函数 xxfxF  )()( ， 

01)1()1(
0)0()0(



fF
fF

 

由连续函数的介值定理得，在  1,0 存在 使 0)( F ，即  )(f 。 

（2）唯一性：若存在两点 21 , ，使 11 )(  f ， 22 )(  f ，由 Lagrange 中值定理，

存在  21,  （假设 21   ），使 

  1)()(

21

21 








fff ， 

与条件 1)(  xf 矛盾。 

2．设函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内具有二阶导数切存在相等的最大值， 

   且 )()(),()( bgbfagaf  ，证明：存在 ),( ba ，使得 )()(  gf  。 

   证明：令 )()()( xgxfxF  ， 则 

                           0)( aF ， 0)( bF . 

  设 )(),( xgxf 在 ),( ba 内的最大值为M 分别在 ),(),,( baba   取得， 

  当   时，取 ),( ba  ，则有 )()(  gf  。  

  当   时，则 

0)()()()(   gMgfF   

0)()()()(  MggfF    

  由介值定理，存在 ),( ba 使 0)( F ，即 )()(  gf   . 

  由 Rolle 定理， ),(1  a ， 0)( 1  F ， ),(2 b  ， 0)( 1  F    
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  再由Rolle定理， ),(),( 21 ba  ， 0)(  h ，即 )()(  gf  . 

3. 设 )(xf 在 ],[ ba 上 连 续 ， 且 1)()(  bfaf ， 求 证 存 在 ),(, ba ， 使 得 

1)]()([   ffe 。 

解： 令 )()( xfexF x ，则 )(xF 在 ],[ ba 上满足 Lagrange 定理条件，于是 

)]()([)()(
 ffe

ab
afebfe ab





，其中 ),( ba  

由 1 )()( bfaf ，则有 )]()([  ffe
ab
ee ab





， 

另取 xexg )( ，则又有
e

ab
ee ab





，其中 ),( ba ，  

综合上述两个等式即有   1)]()([   ffe  

证 法 二 ： 记 ( ) [ ( ) 1]xg x e f x  ， 则 ( ) ( ) 0g a g b  ，

( , ), '( ) 0a b g    。 

即   [ ( ) 1 '( )] 0e f f     ， ( ) '( ) 1f f    

令  ， 1)]()([   ffe  

 

4. 已知 bae  ，求证： ab ba  。 

证明：只需证明： ln lnb a a b ，只需证明：
ln lna b
a b

 ，而 

2

ln ln 1 ln ( ),a b a b a b
a b

 



     ， 

由于 bae  ，因此1 ln 0, 0a b    ，因此
ln lna b
a b

 . 

 

二、L’Hospital 法则 

5.求极限 .1
3
cos21lim 30 


















 



x

x

x
x
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解： .1
3
cos21lim 30 


















 



x

x

x
x

= 3

3
cos2ln

0

1lim
x

e
xx

x








 


 20

3
cos2ln

lim
x

x

x







 




 

 
20

3lncos2lnlim
x
x

x





 

 
x

x
x

x 2

sin
cos2
1

lim
0





 

.6
1sin

cos2
1lim

2
1

0





 x
x

xx
 

6.求极限 





 

 xx
x

x ln
1

1
lim

1
。 

解：（方法 1） 
xx

xxx
xx

x
xx ln)1(

1lnlim
ln
1

1
lim

11 








 

 
  

2
1

11

1

lim
1ln

lnlim
2

11











xx

x

x
xx

x
xx

。 

（方法 2）
)11ln()1(

1lnlim
ln
1

1
lim

11 








 

  xx
xxx

xx
x

xx
 

     21 )1(
1lnlim





 x

xxx
x 2

1
)1(2

1lim
)1(2

lnlim
11









 x

x
x
x

xx
。 

7.设 )(xf 在 0x 某邻域内可导，且 2)0(,1)0(  ff ，求极限 









 















n
f

n

n n
n

111sinlim  

解：考虑极限
   ))(1(

sin
sin

0

1
1

0

2sin1limsin1lim
xfx
xx

xx
x

x

xfx

x x
xxx

x


















 









 

由符合极限定理，只需求极限 

12
1

)0(6
1

)(1
lim

6
1

))(1(
6
1

lim
))(1(

sinlim
02

3

020

















 fxf
x

xfx

x

xfx
xx

xxx
 

三、导数应用 

8.证明：当 )1,0(x 时， 22 )1(ln)1( xxx   

证明：                     22 )1(ln)1()( xxxxf   
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xxxxf 2)1ln(2)1(ln)( 2   

 
x

xxxf





1
)1ln(2)(  

显然 )1,0(,0)1ln(  xxx ，因此 )1,0(,0)(  xxf ， )(xf  为单调降函数。因

为 0)0( f ， )1,0(,0)(  xxf ， )(xf 为 单 调 降 函 数 。 因 为 0)0( f ，

)1,0(,0)(  xxf  

9.求函数 3
2

)1()1()( 3  xxxf 的极值及单调区间。 

解：(1) 
3
1

3
2

)1(3

)711()1()1()1(
3
2)1()1(3)(

2
3
1

32








x

xxxxxxxf  

 (2) 驻点： 11 x ，
11
7

2 x 。导数不存在的点： 13 x 。 

 (3) 用嫌疑点分割定义区间，列表讨论 )(xf  的符号，确定极值点与极值，单调区间。 

x  
)1,(   

1   11
7,1  11

7   1,11
7  

1 ),1(   

)(xf   
+ 0 + 0 － 不存在 + 

)(xf  
↗ 0)1( f

非极值 

↗ 2211
7 .)( f  

为极大值 

↘ 01 )(f

为极小值 

↗  

 

10.证明对任意 )2,0(x ，成立不等式 32ln4 2  xxxx  

证明：令 32ln4)( 2  xxxxxf ，考虑 )(xf 在(0,2)内的正负号与极值问题。先求驻

点。 22ln44)(  xxxf  

 令 0)(  xf ，解出驻点 )2,0(10 x ，进一步考查两个单侧极限的情况。 

  03)(lim
0




xf
x

， 052ln8)(lim
2




xf
x

 

又 24)( 
x

xf ， 02)( 0  xf ，因此 )(min0)1(
)2,0(

xff
x

 。 

这意味着 0)( xf ，即原不等式成立。 

11. 证明：方程 11   xxx nn  （ 1n ）在 )1,0( 内必有唯一实根 nx ，并求 nn
x


lim 。 

证明：记 1)( 1   xxxxF nn
n  ， 1)1(,1)0(  nFF nn ，由连续函数介值定理
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可知， )(xFn 在在 )1,0( 内必有一实根。 

      01)( 1   n
n nxxF ，故 )(xFn 在在 )1,0( 内必有唯一实根 nx 。 

      11  
n

n
n

n
n xxx   

      11
2

1
1

1  





 n
n

n
n

n xxx   

相减，    1 1 2
1 1 1[ ]n n n n

n n n n n nx x x x x x  
            

       0)( 1   Qxxx nn
n
n  

其中Q的各项都为正，故 01  nn xx ， }{ nx 单调降，有下界0 ，故收敛。设 Axnn



lim ， 

1
1

)1(





n

n
nn

x
xx

 

2
1,1

1



A

A
A

 

 

四、泰勒公式 

12.设 )(xf 在 ]1,0[ 二阶可导， )1()0( ff  ，且 2)(  xf ，求证： ]1,0[,1)(  xxf 。 

证明： 2
1 )0)((

2
1)0)(()()0( xfxxfxff    

2
2 )1)((

2
1)1)(()()1( xfxxfxff    

相减， )1()0( ff  ，可得  2
2

2
1 )1)(()(

2
1)( xfxfxf   ， 

        1)1(2
2
1)( 22  xxxf  

13.设函数 ( )y f x 在[ , ]a b 上一阶可导，在 ( , )a b 上二阶可导，且 ( ) ( ) 0f a f b   ， 

证明： ( , )a b  ，使得 2

4| ( ) | | ( ) ( ) |
( )

f f b f a
b a

  


. 

证明：
21( )( )( ) ( ) ( ) ( )

1! 2!
ff af x f a x a x a

     ， 

22( )( )( ) ( ) ( ) ( )
1! 2!

ff bf x f b x b x b
     ， 

因此 2 2
2 2

10 ( ) ( ) [ ( )( ) ( )( ) ]
2

f b f a f x b f x a         

令 1 2| ( ) | max{| ( ) |,| ( ) |}f f f     ，因此 2 2| ( ) || ( ) ( ) | [( ) ( ) ]
2

ff b f a x b x a
      
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14. 设函数 ( )y f x 在[0,1]上二阶可导，且 (0) (1) 0f f  ，且
[0,1]

min ( ) 1
x

f x


  ，求证：

(0,1)  ，使得 ( ) 8f   . 

证明：记
[ , ]

min ( ) ( ) 1, (0,1)
x a b

f x f  


    为极小值点。不妨假设
1(0, ]
2

 ，则 

2 2( ) ( )0 (0) ( ) (0 ) 1
2 2

f ff f    
 

        

( ) 8f    

15.（1） xxy sin2 的 100 阶导数，（2） )32ln()( xxf  的 10 阶导数 

解：（1）由莱布尼茨公式，注意到 2x 的 3n 阶导数均为零，则有 

)99(2)100(2)100( )(sin)(100)(sin xxxxy  )98(2 )(sin)(
!2

99100 xx 
  

       





 






 

2
99sin200

2
100sin2  xxxx 






 

2
98sin99100 x  

    xxxxx sin9900cos200sin2  。 

（2） 10

10

)32(
!93

x


。只须注意到(-1)的次数（19次）及阶乘的结果即可。 

16. 设 0)(6sinlim 30







 

 x
xxfx

x
，求 20

)(6lim
x
xf

x




。 

解： )()6(
!3

166sin 33 xoxxx  ，因此由已知条件 

3

33

030

)()(366lim)(6sinlim
x

xxfxoxx
x

xxfx
xx









 


 

0036)(6lim 20





 x
xf

x
， 

36)(6lim 20



 x

xf
x

。 

注：下列作法是错误的 

0)(6lim)(6lim)(6sinlim 203030









 x

xf
x

xxfx
x

xxfx
xxx

 

错误原因在于第一个等号后的无穷小量替换不在因子位置，属非法替换，答案亦为错误。 


