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 微积分 A(1)第六次习题课参考答案（第十三周） 
一．关于定积分的证明题 

1. 设 f x( )在[ , ]0 1 上连续，证明： f x dx(cos )
0
2


   f x dx(sin )
0
2


 

证明：令
2

t x
  ，则 

2 2 2

0 0 0
(cos ) (sin ) (sin )f x dx f t dt f x dx

  

    。 

 

2. 设函数  
x

dttgtxxf
0

2 )()(
2
1)( ，其中函数 )(xg 在 ),(  上连续，且 5)1( g ，

2)(
1

0
 dttg ，证明  

xx
dtttgdttgxxf

00
)()()( ，并计算 )1(f  和 )1(f  。 

证明： 

   
xxxx

dttgtdtttgxdttgxdttgtxtxxf
0

2

00

2

0

22 )(
2
1)()(

2
1)()2(

2
1)( ， 

等式两边求导，得到  

)(
2
1))()(()(

2
1)()( 22

0

2

0
xgxxgxdtttgxgxdttgxxf

xx
   

          
xx

dtttgdttgx
00

)()( 。 

再求导，得到 )()(,)()(
0

xgxfdttgxf
x

  ，所以  

2)1( f ， 5)1( f 。 

 

3. （积分中值定理的应用）设 )(xf  在 ],[ ba 上连续。证明 

 





b

a

b

abxa
dxxfdxxf

ab
xf |)(|)(1|)(|max 。 

证  由于 )(xf 在 ],[ ba 上连续，可设  

],[,)(max)( baxff
bxa




 ， )(min)( xff
bxa 

 ， ],[ ba 。 

于是 

)()()(min)(max  ffxfxf
bxabxa




)()(  ff    b
a

dxxfdxxf )(')('


。 

另一方面，由积分中值定理， ],[ ba ，使 


b

a
dxxf

ab
f )(1)( ，于是  

)()(min fxf
bxa


 

 b
a

dxxf
ab

)(1
。 
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所以  




)(max xf
bxa




)(min xf
bxa

))(min)(max( xfxf
bxabxa 

  



b

a

b

a
dxxfdxxf

ab
|)(|)(1

。 

 

4. 设 f x( )在 ],0[ a 上二阶可导（ 0a ），且 0)(  xf ，证明： 







 2

)(
0

aafdxxf
a

。 

证  将 f x( )在
2
ax  展开成 1 阶的 Taylor 公式，有 

2)
2

)((
2
1)

2
)(

2
()

2
()( axfaxafafxf   ， )0( a  。 

由 0)(  xf ，得到 

)
2

)(
2

()
2

()( axafafxf  。 

对上述不等式两边从0 到a积分，由于 0)
2

(
0


a

dxax ，就得到      







 2

)(
0

aafdxxf
a

。 

 
 
二、定积分的应用 

1.设函数 )(xf 在 ]1,0[ 上连续，在 )1,0( 内大于零，并满足 2

2
3)()( xaxfxfx  （ a为常

数），又曲线 )(xfy  与直线 0,1,0  yxx 所围的图形S的面积为 2. 

⑴求函数 )(xf ；⑵a为何值时，图形S绕 x轴旋转一周所得旋转体的体积最小。 

解  ⑴由已知条件可得 

                    
2

3)()()(
2

a
x

xfxfx
x
xf













 )0( x . 

对上式求不定积分，由 )(xf 在 0x 的连续性得 

                      Cxxaxf  2

2
3)(  ])1,0[( x ， 

又由已知条件有 
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22

)
2

3()(2
1

0

21

0

CadxCxxadxxf   ， 

故 aC  4 ，所以 

                       xaxaxf )4(
2

3)( 2  . 

⑵旋转体的体积 

       .)
3

16
3
1

30
1()4(

2
3)( 2

2
1

0

2  



   aadxxaxaaVV  

上式两边对a求导，并令一阶导数为零，求其驻点。由 0)
3
1

15
1()(  aaV ，解得 5a

是惟一驻点，又 0
15

)5( 
V ，所以 5a 为体积V 的惟一极小值点，故为最小值点，

因此 5a 时旋转体体积最小。 

 

2.将半圆形平板闸门垂直放入水中, 直径与水平面重合,水的密度为 1,求闸门受的压力. 

解: 以水平面为 y轴, 垂直向下为 x轴建立坐标系, dxxRxdp 222  , 其中 R为半

径. 压力 

3

0

22

3
22 RdxxRxp

R
   

3.将一半径为 R的圆球压入水中, 使球体刚好与水平面相切, 求克服水的浮力作的功(设

水的密度为 1). 

解:  

    取厚度为 y 的水平薄片, 其受水的浮力微元为 dyxdF 2 , 功的微元为 

dyyRxdW )2(2    

222 )( RRyx  ,       42

0

22

3
4)2()( RdyyRRyRW

R
    

 

4.一个圆柱形水池半径 10m，高 30m，内有一半的水，求将水全部抽干所要做的功。 

解  
30 3 2 9

15
10 10 1.04 10W x g dx     (J)。 

 

5.使某个自由长度为 1m 的弹簧伸长 2.5cm 需费力 15N，现将它从 1.1m 拉至 1.2m，问要做多

少功？ 

解  由 kxF  ，当 025.0x m 时， 15F N，代入得 600k 。于是所做的功为  

0.2

0.1
9W kxdx  J。 

 

6.半径为 1m，高为 2m 的直立的圆柱形容器中充满水，拔去底部的一个半径为 1cm 的塞子后

水开始流出，试导出水面高度h随时间变化的规律，并求水完全流空所需的时间。（水面比

出水口高h时，出水速度 v gh 0 6 2. 。） 
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解 设 t时刻水面的高度为h，过了 dt时间后水面的高度降低了dh，则 

          dtghvdtdh 26.0)01.0()01.0(1 222   ， 

即   

dtg
h
dh 2106 5 。 

    对上式两边积分，注意 0t 时， 2h ，得到 25 )1031(2 tgh  ， 

以 0h 代入，解得 
5

410 1.06 10
3

t
g

   （s）。 

 

三、广义积分 

 

1.判断下列广义积分的敛散性. 

(1) dx
x



0 sin
1

            (2) 


















 

0 1
111ln dx
xx

     （3） 

1

0 2)1(
ln dx

xx
x

             

解: (1) dx
x



0 sin
1 dx

x
dx
x  






2

2
0 sin

1
sin
1

， 

第一个积分显然收敛，对第二个积分令 dtdxtx  , ， 

dx
x

dt
t

dx
x   2

0

0

22 sin
1

sin
1

sin
1 



 ，收敛. 

(2) 


















 

0 1
111ln dx
xx  
















 

1

0 1
111ln dx
xx 



















 

1 1
111ln dx
xx

 

,0x  





 

x
11ln ∽ xln ，  
















 

1

0 1
111ln dx
xx

收敛； 

,x  
xx 







 

1
111ln ∽ 22

1
x

， 


















 

1 1
111ln dx
xx

收敛。 

故 


















 

0 1
111ln dx
xx

收敛。 

（3）  







1

2
1 2

2
1

0 2

1

0 2 )1(
ln

)1(
ln

)1(
ln dx

xx
xdx

xx
xdx

xx
x

 

1x ， 2)1(
ln

xx
x


~
x


1

1
，  

1

2
1 2)1(

ln dx
xx
x

发散，故  

1

0 2)1(
ln dx

xx
x

发散。 
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2.讨论 p为何值时，广义积分
sin

sin
x

x x
dxp 


1 绝对收敛、条件收敛、发散。 

解：  当 p  1时，对充分大的 x，有
xx

x
p sin
sin
 px

2
 ，由于积分 



1
2 dx
x p

 

收敛，可知积分
sin

sin
x

x x
dxp 


1 绝对收敛。 

当 10  p 时，利用等式 

)sin(
sinsin

sin
sin 2

xxx
x

x
x

xx
x

pppp 



。 

这时积分 


1
sin dx
x
x
p 收敛；积分 



1

2

)sin(
sin dx

xxx
x

pp
当

1
2

1 p 时收敛，当
2
10  p

发散。 

当
1
2

1 p 时，由于 


 
4

3

4 sin
sin




n

n p dx
xx

x
1)1(

1
22 
 ppn 


，因为级数

1)1(
1

1 




pp

n n 
发散，所以积分 



1 sin
sin dx

xx
x

p 发散。 

综上所述，当
1
2

1 p 时，积分
sin

sin
x

x x
dxp 


1 条件收敛；当

2
10  p 时，积分

sin
sin
x

x x
dxp 


1 发散。 

当 0p 时，因为有 


 
2

2

4
2 sin

sin




n

n p dx
xx

x 2
2

2
4

sin
2

n

n

x dx







  

16
2

 ，由 

Cauchy 收敛原理，可知积分
sin

sin
x

x x
dxp 


1 发散。 

 

3.计算下列广义积分 

（1） 


0 22 1)51(
1 dx

xx
。 

解: 取变换 21
,tan

t
dtdxtx


 ， 

 
 2

0 2tan51
sec

dt
t

tI  
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2arctan
2
1)sin2arctan(

2
1

sin41
sin

2
0

2
0 2 


 



t
t

td
. 

（2） 


1 2

arctan dx
x

x
. 

解: )1(arctanarctan
11 2 



x

xddx
x

x
 

dx
x
x

x
dx

xx
nxarcta

x
b

b
)

1
1(lim

4)1(
11

211 21 



  

 

 

2ln
2
1

4
]2ln

2
1)1ln(

2
1[lnlim

4
2 



 bb
b . 

（3） dx
e
xe

x

x








0 2)1(
。 

解:  dx
e
xe

x

x








0 2)1(
= 






0
)

1
1( xe

xd  

= dx
ee

x
xx 










0
0 1

1
1

 

= 2ln
1

ln
)1(

10
1

1











 t
tdt

tt
. 

（4）
21 1x

dx
e




  

解:  取变换 te x sec ，则 tdttdxetx x tansec),ln(sec  ， 

112
arccos

arcsinarccos
2tan

tan
1

   
eedt

t
tI

e



. 


