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 微积分 A(1)第七次习题课参考答案（第十四周） 
一、一阶微分方程 

1.已知 )(xyy  在   , 内满足条件：
 







00

22

y
yxy

 ，试研究该函数的单调性，凹

凸性，奇偶性及无穷远处的性质。 

解: 0y , 且当 0x 时 0y , 故 )(xyy  严格单调增. 

)(2222 22 yxyxyyxy  , 

0,0  yx , )(xyy  下凸; 

0,0  yx , )(xyy  上凸. 

0x 是拐点. 

令 )()( xyxf  , 则 

   22 )()()()( xfxxyxy
dx
dxf  . 

由 0)0()0(  yf 可知 )(xfy  也是初值问题
 







00

22

y
yxy

的解. 由初值问题解的存

在唯一性定理可得 )()()( xyxfxy  , )(xy 是奇函数. 

当 0x 时 , 2xy  , 
3

)()(
3

0

xdxxyxy
x

  ,  当 x 时 . 通理 , 当

x 时, )(xy .  

 

2．解下列方程 

（1）  xyyyx lnln  . 

解（2）法 1: 原式     xuxy

x
y

x
yy ln uuxuu ln  

      
x
dx

uu
du





)1(ln

Cxu ln1lnln  xCxey  1  

法 2: 原式  
x
dxxy

y
dy lnln   

  xdxyyd lnlnln)(ln  tu
dt
duxvyu    ln,ln

 

     y f ax by or y p x y q x      型方程 

 (2) 221 xyyxy   

解（4）方程为可分离变量微分方程 xx
y
y d)1(

1
d

2 


 

上式两端积分得 cxxxxy
y
y


  2

)d1(arctan
1

d 2

2  
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即 cxxy 
2

arctan
2

，其中c为任意常数. 

（3） 0)2( 22  yyyxyx  

解（6）对 x为线性方程， 121
2 


 x

y
y

dy
dx

，解得 yeycyx
1

22


 . 

（4） yx  = yyx  22  

解（8）：当 0x 时，原方程可化为： 
x
y

x
yy  2

2

1 ，                

令 uxy  整理得：              
x
dx

u
du


 21

，                 

积分得：                      Cxu lnarcsin  ，                

将 uxy  代入，原方程的通解为：  )sin(ln Cxxy  .                

当 0x 时，原方程可化为：    
x
y

x
yy  2

2

1 ，（后略） 

3. 设 )(xf 满足 1)()(
0


x

dttfxf ，求 )(xf 的表达式。 

解：
)(

1)(
0 xf

dttf
x

 ，对 x求导，记 yxf )( ， y
y











 1
， dxdy

y
 3

1
， 

Cx
y




2
12 ，

Cx
xfy




2
1)(  

4.设函数 ( )f x 在 (0, ) 内连续，
5(1)
2

f  ，且对所有的 , (0, )x t  ，满足条件 

 
1 1 0

( ) ( ) ( )
xt x t
f u du t f u du x f u du    ，求 ( )f x 。 

解：将 t看成常数，对 x求导， 
t

duufxtftxtf
0

)()()( 。 

令 1x ， 
t

duuftttf
0

)(
2
5)( ，再对 t求导， )(

2
5)()( tftftft  ， 

5(1)
2

f  ， 

解得
2
5ln

2
5)(  ttf  

 

二、物理应用 

5.将质量为m的物体, 以初速 0v 垂直向上射出，设空气阻力与运动速度的平方成正比, 比

例系数 0k 。求物体到达的高度，到这最高处的时间，落到原地时的速度及下落时间？ 

解：取向上为高度正方向的坐标系, 则有方程及条件:  
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上升方程及条件 

 









0

2

0 vv

kvmg
dt
dvm

； 

下落方程及条件 

 









0*

2

tv

kvmg
dt
dvm

， 

解：上升方程及条件 

 









0

22

0 vv

vkmg
dt
dvm

； 

v
mg
kv

mg
kt

mg
kg arctanarctan 0   

上升到顶点的时间为 0v  对应的时间。 

0arctan* v
mg
k

kg
mg

t   

上升的最高度          dtt
mg
kgv

mg
k

k
mg

H
t















*

0
0arctantan  

下落方程及条件 

 









0*

22

tv

vkmg
dt
dvm

。 

6.某湖泊水量为V ，每年入湖含污物 A的污水，入湖污水量
6
V

，入湖不含 A 的水量为
6
V

, 流

出量
3
V

。己知 1999 年底湖中有污物 05m ，超过国家标准。为治污从 2000 年初开始，限定

入湖污水含 A 浓度不超过
V
m0 ，问多少年后湖中含污物的量降至 0m 。 

解： )(),(),( tQtPtm 分别表示第 t年湖内污物 A总量，排入速度，排出速度。 

36
0 V

V
mV

V
m

dt
dm

  

30

2

t

cemm


  

05)0( mm  ， 

3
0

0

2
9

2

t

emmm


  

3ln6,0  tmm . 
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7.一容器总高为H , 在高度为h处的断面面积为  hSS  ，在底部有一面积为 0s 的小 

孔，若水流出速度v是水深h的函数, ghv 2  , 

若在容器装满水后, 将底部小孔打开，问多久水将流 

尽？ 

解：设 y 轴方向为水深 

 列方程：微元平衡分析, t到 dtt  的时段内： 

水深变化dy引起的水量变化= dt时间内流出的水量 

即：
 

 









hy
dtgydyyS

0
2

 

 解方程：这里未知函数是  tyy  ，  yS 是已知函

数 

        
  dtg
y
dyyS 2


,    

 
 

 ty

h

dtgdy
y
yS

0

2  

         
 


h

y

dy
y
yS

g
t

2
1


 

8.一个 1000m
3
的大厅中的空气内含有 a %的废气，现以 1m

3
／min 注入新鲜空气，混合后的空

气又以同样的速率排出，求 t 时刻空气内含有的废气浓度，并求使废气浓度减少一半所需的

时间。 

解  设在时刻 t 空气内含有的废气浓度为 )(ty ，则 

1 ( )
1000

dy y t dt  ， (0)
100
ay  ， 

解此方程，即得到 

1000
100

)(
t

eaty


 。 

    当 ( )
200
ay t  时，有 1000 2

t

e  ，从而得到 1000ln 2t  （min），即废 

气浓度减少一半所需的时间为 1000 ln 2（min）。 
 

9.半径为 1m，高为 2m 的直立的圆柱形容器中充满水，拔去底部的一个半径为 1cm 的塞子后

水开始流出，试导出水面高度h随时间变化的规律，并求水完全流空所需的时间。（水面比

出水口高h时，出水速度 v gh 0 6 2. 。） 

解 设 t时刻水面的高度为h，过了 dt时间后水面的高度降低了dh，则 

          dtghvdtdh 26.0)01.0()01.0(1 222   ， 

即   

dtg
h
dh 2106 5 。 

               y 
 

dy 
               
 

 

 
S(y) 
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    对上式两边积分，注意 0t 时， 2h ，得到 

             25 )1031(2 tgh  ， 

以 0h 代入，解得  

5
410 1.06 10

3
t

g
   （s）。 

 

补充: 

广义积分的收敛性 

(1) dx
x



0 sin
1

             (2) dx
x

x
p



0

arctan
 

(3)  2
0 cossin



xx
dx

qp           (4) 
 

0

)1ln( dx
x
x

p       （5） 


0

2sin dx
x
x
p            

解: (1) dx
x



0 sin
1 dx

x
dx
x  






2

2
0 sin

1
sin
1

， 

第一个积分显然收敛，对第二个积分令 dtdxtx  , ， 

dx
x

dt
t

dx
x   2

0

0

22 sin
1

sin
1

sin
1 



 ，收敛. 

(2) dx
x

x
p



0

arctan dx
x

x
p

1

0

arctan dx
x

x
p




1

arctan
 

对第一个积分， px
xarctan
与 1

1
px

等价（ 0x ）， 

2,11  pp 收敛. 

对第二个积分， px
xarctan
与 qx

1
进行比阶， 










 qp

qp

x
x

qpx

2

0
arctanlim   

因此，当 1 qp 时第二个积分收敛。 

综合上述分析， 21  p 时积分收敛。 

 (3)  2
0 cossin



xx
dx

qp  4
0 cossin



xx
dx

qp  2

4 cossin



 xx
dx

qp  
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0x ，
xx qp cossin

1
∽ px

1
，当 1p 时，  4

0 cossin



xx
dx

qp 收敛； 

2


x ，
xx qp cossin

1
∽ q

x





 

2

1


，当 1q 时，  2

4 cossin



 xx
dx

qp 收敛。 

故当 1p ， 1q 时，  2
0 cossin



xx
dx

qp 收敛。 

(4) 





0

)1ln( dx
x
x

p 



1

0

)1ln( dx
x
x

p 
 

1

)1ln( dx
x
x

p  

0x ， px
x)1ln( 

∽ 1
1
px

，当 2p 时， 
1

0

)1ln( dx
x
x

p 收敛； 

,x px
x)1ln( 

∽ px
xln
，当 1p 时， 

 
1

)1ln( dx
x
x

p 收敛。 

故当 21  p 时 
 

0

)1ln( dx
x
x

p 收敛。 

（5） tx 2 ， 











1 2/)1(

1

0 2/)1(0 2/)1(0

2

2
sin

2
sin

2
sinsin dt

t
tdt

t
tdt

t
tdx

x
x

pppp ， 

 0t ， 2/)1(
sin
pt
t

~ 2/)1(
1
pt

，故 1
2

1


p
时  

1

0 2/)1(2
sin dt
t

t
p 收敛； 

1
2

1


p
时， 



1 2/)1(2
sin dt
t

t
p 绝对收敛， 

1
2

10 



p

时， 


1 2/)1(2
sin dt
t

t
p 条件收敛。 

总之， 11  p 时， 


0

2sin dx
x
x
p 条件收敛； 31  p 时， 



0

2sin dx
x
x
p 绝对收敛。 

 


