
微积分 A（1）第 6 周习题课 

二．函数极限  

1. 用定义证明： 
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2. （1）讨论极限 
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解：左右极限不等，极限不存在。 
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3. 设函数 )(xf 在  ,0 上满足 )()( 2 xfxf  ，且 )1()(lim)(lim
0

fxfxf
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
 

， 

求证： ),0(),1()(  xfxf 。 

证明： )1,0(x 时， 2 4 2( ) ( ) ( ) ( ),
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),1( x 时， 2 4 2( ) ( ) ( ) ( ),
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故 ),0(),1()(  xfxf 。 

 

4. 设 )(xf 在  ,0 单调递增，且 1
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)2(
lim 

 xf

xf
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证明：（1） 21  a 时，由 )(xf 在  ,0 单调递增性， 
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由夹逼定理， 1
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（由（1）证得） 



故由夹逼定理， 1
)(

)(
lim 

 xf

axf

x
。 
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解：令
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x
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6. 求
x

x
xx /1

0
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
。（习题 2.3 题 8（6），p.51） 

解：我们将函数
xxx /1)cossin2(  写作   )(
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7. 求
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x
x 2tan
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。 

解：在考虑极限问题 )(lim
0

xf
xx

时，通过变量替换将 0x 转化成0 或  通常比较方便。这是

因为许多标准极限是以 0x 或 x 的方式给出。对于本题也是这样。 



令 4/ xy ，则 0y )4/( x 。于是 
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8. 设 0a ，确定 p 的值，使得极限 )(lim )1/(1/1 


 xxp

x
aax 存在。（习题 2.4 题 12，p.57） 

解：如果 1a ，则所考虑的极限对任何 p 均存在，且极限值为零。以下设 1a 。 

由于 10  aa y )0( y ，所以有 1/1 xa )( x 。 
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因此，当 2p 时，极限 )(lim )1/(1/1 


 xxp

x
aax 存在。并且当 2p 时，极限值为 aln ； 

并且当 2p 时，极限值为0 。 

  



9. 书上 P.65，总复习题，第 11 题 

（1）求常数 ,a b，使得
2
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
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所以当 1x 时，分母 2 0x ax b   ，即1 0a b   。 
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所以 2a  。 
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二．连续函数 
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 ，则 0x 是 )(xf 的（ B  ）。 

(A)可去间断点。(B)跳跃间断点。(C) 无穷间断点。(D) 震荡间断点。 
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11. 设 ),(
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解：根据 x 的不同范围， )(xf 的表达式为 
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xf  

在 1x 点函数连续， 1 ba ； 

在 1x 点函数连续， 1ba ； 

故 1,0  ba 。 

12. 设 )(xf 在 ),( ba 内至多只有第一类间断点，且 
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证明 ),( baCf  。 

证明： ),(0 bax  ，因为 )(xf 在 ),( ba 内至多只有第一类间断点，如果 )(xf 在 0x 点不连

续， 0x 为第一类间断点，假设 BxfAxf
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
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。要证 )( 0xfBA  。 
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)( 0xfB   

同理可证， )( 0xfA  。 

另外，在（*）式，取 hxyhxx  00 , ， 
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故 )( 0xfBA  。 



13. 设 ( )f C R ，且 , , ( ) ( ) ( )x y R f x y f x f y     ，求证： , ( )a R f x ax   。 

类似的： , , ( ) ( ) ( )x y R f x y f x f y     ？ 

                  ( ) ( ) ( )f xy f x f y  ？ 

                  ( ) ( ) ( )f xy f x f y  ？ 

 

14. 设 [ , ]f C a b ，且存在 (0,1)q ，使得 [ , ]x a b  ， [ , ]y a b  ，满足 | ( ) | | ( ) |f y q f x 。

证明： [ , ]a b  ，使得 ( ) 0f   。 

证明：因为 [ , ]f C a b ，所以 | | [ , ]f C a b 。 

有界闭区间上的连续函数 | ( ) |f x 有最小值，设 0
[ , ]

| ( ) | min | ( ) |
x a b

f x f x


 。 

若 0( ) 0f x  ，由已知条件知， 0 [ , ]y a b  ，满足 0 0 0| ( ) | | ( ) | | ( ) |f y q f x f x  ，与

0
[ , ]

| ( ) | min | ( ) |
x a b

f x f x


 矛盾。 

所以 0( ) 0f x  ，可取 0x  ， ( ) 0f   。 

 

15. 设 [ , ]f C a b ，
[ , ] [ , ]

( ) inf { ( )}, ( ) sup{ ( )}
t a x t a x

m x f t M x f t
 

  ，求证 ( ), ( ) [ , ]m x M x C a b 。 

证明：只证 ( ) [ , ]m x C a b 。 

0 [ , ]x a b  ，不失一般性，只证明
0

0lim ( ) ( )
x x

m x m x


 。 

 因为 [ , ]f C a b ，由最值定理知， 0 0[ , ]x a x  ，使得 00( ) ( )m x f x 。并且 

0 0 0 00, 0, ( , ), ( ) ( ) ( )x x x f x f x f x                

 当 0 0( , )x x x   时，记 ( ) ( ), [ , ]m x f x x a x  ，显然 0( ) ( )m x m x 。下面讨论 x 的不同情

况： 

（I）若 0[ , ]x a x ，则 0( ) ( )m x m x ； 

（II）若 0[ , ]x x x ，则
0 0 0( ) ( ) ( ) ( )m x f x m x m x      。 

 所以当 0 0( , )x x x   时， 0 0( ) ( ) ( )f x m x m x   ，
0

0lim ( ) ( )
x x

m x m x


 。 

 



16. 书上 P.64，第 10 题 

设 (R)f C ，且 lim ( )
x

f x


，证明 f 在R 上存在最小值。 

证明：因为 lim ( )
x

f x


，所以 0, :| | , ( ) (0)M x x M f x f     。 

 又因为 [ , ]f C M M  ，所以
0 0[ , ], [ , ], ( ) ( )x M M x M M f x f x       。 

 显然
0(0) ( )f f x ，所以

0, ( ) ( )x f x f x   ，即 f 在 上存在最小值
0( )f x 。 

 

17. 设 [ , ]f C a b ，且 ([ , ]) [ , ]f a b a b ，证明： [ , ]a b  ，使得 ( )f   。用什么定理？ 

证明：记 ( ) ( )F x f x x  ，则 [ , ]F C a b 。 

 若 ( ) ( ) 0F a F b  ，则 ( ) 0F a  或 ( ) 0F b  ， a  或b ； 

 若 ( ) ( ) 0F a F b  ，则因为 ([ , ]) [ , ]f a b a b ， ( ) 0, ( ) 0F a F b  ，所以 [ , ]a b  ，使得

( ) 0, ( )F f    。 

 

18. 设 )(xf 在 ],[ a20 上连续，且满足 )()()( afaff  20 ，试证明存在 ),( ax 00  , 

使得  )()( axfxf  00 。如何构造辅助函数？ 

证明：考虑辅助函数 )()()( axfxfxF  在 ],0[ a 上连续，并且 

0)()0()0(  affF ， 0)2()()(  afafaF ， 

0)2()0()()0(  affaFF ，因此必有 )0()( FaF  ，由连续函数的零点定理， 

存在 ),0(0 ax  ,使得 0)( 0 xF  ，即 )()( 00 axfxf  。 

 

 

19. 书上 P.64，总复习题，第 7 题 

设常数 1 2, , , na a a 满足 1 2 0na a a    ，计算 

   1 2lim sin 1 sin 2 sinn
x

a x a x a x n


       

解：因为 1 2 0na a a    ，所以 



1 2

1 2

1 2

sin 1 sin 2 sin

(sin 1 sin ) (sin 2 sin ) (sin sin )

1 1 2 2
2 sin cos sin cos

2 2 2 2

sin cos
2 2

n

n

n

a x a x a x n

a x x a x x a x n x

x x x x x x x x
a a

x n x x n x
a

     

         

        
 



   
  



 

而 limsin limsin 0, 1,2, ,
2 2( )x x

x k x k
k n

x k x 

 
  

 
，所以 

  1 2lim sin 1 sin 2 sin 0n
x

a x a x a x n


       . 

 

20. 设 [ , ]f C a b ，且 ([ , ]) [ , ]f a b a b ，且 | ( ) ( ) | | |, , [ , ]f x f y x y x y a b     。 1| [ , ]x a b  ，

记 1

1
[ ( )], 1,2,

2
n n nx x f x n    。证明：数列{ }nx 有极限 0x ，且 0 0( )f x x 。 

证明：因为 ([ , ]) [ , ]f a b a b ，所以 1

1
[ ( )] [ , ], 1,2,

2
n n nx x f x a b n     。 

 下面证明数列{ }nx 单调。 

（I）若 1 1( )x f x ，则 2 1 1 1

1
[ ( ) ] 0

2
x x f x x    。由数学归纳法证明此时数列{ }nx 单调减： 

 设 1k kx x  ，由条件 | ( ) ( ) | | |, , [ , ]f x f y x y x y a b     可得 

    2 1 1 1

1 1
( ) [ ( ) ( )]

2 2
k k k k k kx x x x f x f x         

1 1

1 1
( ) | | 0

2 2
k k k kx x x x       

（II）若 1 1( )x f x ，同样可得数列{ }nx 单调增。 

 所以数列{ }nx 有极限，记为 0x ，则在等式 1

1
[ ( )]

2
n n nx x f x   两边取极限，可得 0 0( )f x x 。 

 

21. 书上 P.65，总复习题，第 10 题 

若对于 ( 1,1)x  ，有
1

sin | sin |
n

k

k

a kx x


 ，求证
1

1
n

k

k

ka


 。 

证明：因为对于 ( 1,1)x  ，
1

sin | sin |
n

k

k

a kx x


 ，所以 



1

sin sin
1

n

k

k

kx x
a

x x

  . 

 取极限 0x ，由极限的保序性，
0

1 1

sin
lim 1

n n

k k
x

k k

kx
a ka

x
 

 
  

 
  。 


