
第 5 章总复习题答案 

1. 若 [ , ],f R a b 则存在连续函数序列 ( ) ,n x 使得 lim ( )d ( )d .
b b

n
a an

x x f x x


   

证明: n 等分[ , ],a b 记为 0 1: .n nT a x x x b     依次连接点 ( , ( )), 0,1, , ,i ix f x i n

得到折线段 ( ), [ , ].ny x x a b  则 [ , ],n C a b  [ , ],n R a b  且 

11 1

( )d ( )d ( ) [ ( , ), ( , )].
i

i

n nb x

n n n i i n n
a x

i i

x x x x x L f T U f T   
 

       

又 [ , ],f R a b 令 lim ( , ) lim ( , ) ( ) .
b

n n
an n

U f T L f T f x dx
 

   由夹挤原理得 

lim ( )d ( )d . 
b b

n
a an

x x f x x


   

 

2. 证明: 
2[ , ] [ , ].f R a b f R a b    

证明: 若 [ , ],f R a b 则
2 [ , ].f f f R a b    

设
2 [ , ],f R a b 则 0,  存 在 [ , ]a b 的 分 割 0 1: ,n nT a x x x b     使 得

2 2 2( , ) ( , ) .n nU f T L f T   记
1

inf { ( )},
i i

i
x x x

m f x
  


1

sup { ( )},
i i

i
x x x

M f x
  

 则 

 
2 2

2

1 1

( , ) ( , ) ( ) ( )
n n

n n i i i i i i i

i i

U f T L f T M m x M m x x
 

   
           

   
   

2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( 2 )
n n n

i i i i i i i i i

i i i

M m x x b a M M m m x
  

             

2 2 2 2 2

1

( ) ( ) ( , ) ( , ) ,
n

i i i n n

i

b a M m x U f T L f T 


        

即存在[ , ]a b 的分割 ,nT 使得 ( , ) ( , ) ,n nU f T L f T   因此 [ , ]. f R a b  

 

3. 证明：Riemann 函数

1
, , , , 0

( )

0, \

m
x m n n

R x n n

x


 

 
 

互质
在[0,1]上可积。 

证明： 0, , . .1/ .N s t N     0 ,x  在 0 0( 1, 1)x x  中只有有限个有理数
m

n
满足条

件 , ,0 .m n n N 互质 记这有限个点（除 0x 外）到 0x 的距离的最小值为 , 则有 



0

1
0 ( ) ,     0 .R x x x

N
         

这就证明了
0

lim ( ) 0.
x x

R x


 因此 ( )R x 在所有无理点连续，在所有有理点间断。而[0,1] 区间

上的有理点集为零测集。故 ( )R x 在[0,1]上可积。 

 

4. 可积函数的复合函数是否一定可积？ 

解：可积函数的复合函数不一定可积。例如上题中的 Riemann 函数 ( )R x 在[0,1]上可积，

0, 0
( )

1, 0

u
g x

u


 


在[0,1]上可积，

1,
( ( ))

0, \

x
g R x

x


 


在[0,1]上不可积。 

（注意这一性质与连续函数不同！） 

 

5. 证明：对正整数 ,n 1/( ) nf x x 在[0, ) 上一致连续. 

证明：
1/ 11

lim ( ) lim 0.n

x x
f x x

n



 
   于是 (0,1), A 0,    使得 A,x  有0 ( ) .f x  

[0,A 1],f C  从而 f 在[0,A 1] 上一致连续， (0,1),  使得 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ,     , [0,A 1], .f x f x x x x x         

1 2 1 2, [0, ), ,x x x x      必有以下两种情形之一： 1 2,x x [0,A 1]  ，或者 1 2,x x

[A, )  。前一种情形，有 1 2( ) ( ) .f x f x   对后一种情形，有 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) .f x f x f x x x x         

故
1/( ) nf x x 在[0, ) 上一致连续.  

 

6. 设 ( )f x 在区间 I 上一致连续, ( ) ( , ),f x a b ( )g x 在 ( , )a b 上一致连续,证明： ( ( ))g f x

在区间 I 上一致连续。 

证明： ( )g x 在 ( , )a b 上一致连续，则 (0,1), 0,     使得 

( ) ( ) ,     , ( , ), .g u g v u v a b u v        

对此 , 因为 ( )f x 在区间 I 上一致连续,所以 0,  使得 

                    1 2 1 2 1 2( ) ( ) ,     , , .f x f x x x I x x        

而 ( ) ( , ),f x a b 于是 1 2 1 2, , ,x x I x x     有 1 2( ( )) ( ( )) .g f x g f x   因此 ( ( ))g f x



在区间 I 上一致连续.  

 

7. （1）已知 ( ) [0, ), lim ( ( ) ) 0,
x

f x C f x x


    证明： ( )f x 在[0, ) 上一致连续。 

（2）已知
2( ) [0, ), lim ( ( ) ) 0,

x
f x C f x x


    证明： ( )f x 在[0, ) 上不一致连续。 

证明：（1） lim ( ( ) ) 0,
x

f x x


  则 (0,1), A 0,    使得 A,x  有 ( ) / 3.f x x    

[0,A 1],f C  从而 f 在[0,A 1] 上一致连续， (0, / 3),   使得 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ,     , [0,A 1], .f x f x x x x x         

1 2 1 2, [0, ), ,x x x x      必有以下两种情形之一： 1 2,x x [0, A 1]  ，或者 1 2,x x

[A, )  。前一种情形，有 1 2( ) ( ) .f x f x   对后一种情形，有 

1 2 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) / 3 /3 /3 .f x f x f x x f x x x x                

因此， ( )f x 在[0, ) 上一致连续。 

（2）
2lim ( ( ) ) 0,

x
f x x


  则对 0

1
, A 0,

2
    使得 A,x  有

2 1
( ) .

2
f x x  于是，

A,n  我们有 

2 2 2 21 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f n f n n n f n n f n n

n n n n
          

 

2 21 1
2 ( ) ( ) ( ) 1.f n n f n n

n n
         

故 ( )f x 在[0, ) 上不一致连续。  

8. 设非负函数 ( ) [ , ],f x C a b
[ , ]

max ( ),
x a b

M f x


 证明:  
1/

lim ( )d .
n

b
n

an
f x x M


  

证 明 ： 不 妨 设
[ , ]

max ( ) 0,
x a b

M f x


  且 0 0( , ), . . ( ) .x a b s t f x M   因 [ , ],f C a b

0 0(0, ), 0 min{ , }, . .M a x b x s t         

0( ) ,   .M f x M x x        

于是 

           
0

0

1/1/
1/ 1/

2 ( ) ( )d ( )d ( ) .
nn

x bn n
n n n n

x a
M f x x f x x M b a




 




       



又  
1/

lim 2 ( ) ,
n

n

n
M M  


    

1/

lim ( ) ,
n

n

n
M b a M


  于是 ,N  使得 

 
1/

2 ( ) 2 ,
n

nM M      
1/

( ) ,
n

nM b a M    .n N   

继而有 

 
1/

2 ( )d ,
n

b
n

a
M f x x M        .n N   

故  
1/

lim ( )d .
n

b
n

an
f x x M


  

 

9. 已知
1( ) ( 1,1),f x C  求

2
0

1
lim [ ( ) ( )]d .

4

x

xx
f t x f t x t

x 
    

解：
2 2

0 0

( )d ( )d1
lim [ ( ) ( )]d lim

4 4

x x

x
x x

xx x

f t x t f t x t
f t x f t x t

x x 

 

 

  
   

 
  

2 0

0 2

2
0

( )d ( )d
lim

4

x

x

x

f s s f s s

x








 
2 2

0 0

2
0

( )d ( )d
lim

4

x x

x

f s s f s s

x








 
 

         
0 0

2 (2 ) 2 ( 2 ) 2 (2 ) 2 ( 2 )
lim lim (0).  

8 4x x

f x f x f x f x
f

x  

    
    

 

10. 设 ( )f x 非负、连续， 0,a  已知 ( )y f x 与 0,x x a  围成的面积为 

2

( ) sin cos ,
2 2 2

a a
S a a a


   求 ( ).

2
f


 

解：
1

( ) ( ) sin cos sin ,
2 2 2

a
f a S a a a a a


    

1
( ) .

2 2
f


  

 

11. 设
1

1

1
( ) ( ), ( ) ( ) .

2

x

x
f x C F x f t dt




    

（1）证明： ( )F x 在 上可导，并求导函数。 

   （2）当 ( )f x x 时，求 ( )F x 。 

   （3）证明：若
+

lim ( ) ,
x

f x a
 

 则
+

lim ( ) .
x

F x a
 

  

解答：（1） ( ) ( ),f x C 则
0

( ) ( )
x

g x f t dt  可导，且 ( ) ( ).g x f x  而 

 
1 1 1

1 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

x x x

x
F x f t dt f t dt f t dt

  


      

1
( 1) ( 1)

2
g x g x    ， 

由复合函数的链式法则知 ( )F x 在 上可导，且 



   
1 1

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) .
2 2

F x g x g x f x f x           

（2）当 ( )f x x 时，

2

, 1

1
( ) , 1 1

2

, 1

x x

x
F x x

x x





   


  

。 

（3）
+

lim ( ) ,
x

f x a
 

 则 0, A 0, . .s t      

( ) ,    A.f x a x     

由积分中值定理， A 1, [ 1, 1], . .xx x x s t       ( ) ( ).xF x f  而 A,x  因此 

( ) ( ) ,    A 1.xF x a f a x         

故
+

lim ( ) .
x

F x a
 

  

 

12. 已知 ( )f x 连续且
0

( )
lim ,
x

f x
a

x
 定义

1

0
( ) ( ) ,x f xt dt   求 ( )x ，并讨论 ( )x 在点

0x  的连续性。 

解： ( )f x 连续,则
0 0 0

( )
(0) lim ( ) lim lim 0 0.

x x x

f x
f f x x a

x  
      于是

1

0
(0) (0) 0.f dt    

当 0x  时，
1

0 0

1
( ) ( ) ( ) .

x

x f xt dt f s ds
x

    于是 

0

20 0 0

( )( ) (0) ( )
(0) lim lim lim .

0 2 2

x

x x x

f s dsx f x a

x x x

 


  


    




 

0

2

( ) ( )
( ) ,  0.

x

xf x f s ds
x x

x



  


 

0

20 0 0 0

( )( ) ( )
lim ( ) lim lim lim (0),

2 2

x

x x x x

f s dsf x f x a
x a

x x x
 

   
      


 

故 ( )x 在点 0x  连续。  

 

13. 求
2

d
1

n

n

x
I x

x



 的递推计算公式。 

解： 0
2

1
d arcsin ,

1
I x x C

x
  


  



2 2

1
2 2

1 1
d d(1 ) 1 ,

21 1

x
I x x x C

x x
       

 
   

1
2 1 2

2 2

1
d d d 1

21 1

n n
n

n

x x
I x x x x

x x


    

 
    

1 2 2 21 ( 1) 1 dn nx x n x x x      
2 2

1 2

2

(1 )
1 ( 1) d

1

n
n x x

x x n x
x


 

    


  

1 2

21 ( 1) ( 1)n

n nx x n I n I

        

1 2

2

1 1
.

n

n n

n x x
I I

n n





 
    

14. 常数 0,a  计算
d

.
( )n

x

x x a  

解：
1d d 1 d

( ) ( ) ( )

n n

n n n n n

x x x x

x x a x x a n x x a



 
      

              
1 1 1 1

d ln .
n

n

n n n

x
x C

na x x a na x a

 
    

  
  

 

15. 证明：
/2 /2

0 0

1
sin cos d sin d .

2

n n n

n
x x x x x

 

   

证明：
/ 2 / 2 / 2

1 10 0 0 0

1 1 1
sin cos d sin 2 d sin 2 d(2 ) sin d

2 2 2

n n n n n

n n n
x x x x x x x t t

   

 
       

/ 2

1 10 / 2

1 1
sin d sin d

2 2

n n

n n
t t t t

 

 
  

/ 2

1 10 / 2

1 1
sin d sin ( )d

2 2

n n

n n
t t t t

 




 
     

/ 2 / 2

1 10 0

1 1
sin d sin d

2 2

n n

n n
t t s s

 

 
  

/ 2

0

1
sin d .

2

n

n
x x



   

 

16. 证明：
0

sin
0, d 0.

1

x t
x t

t
  

  

证明：只需证
(2 1) (2 2)

2 (2 1)

sin sin
, d d .

1 1

k k

k k

t t
k t t

t t

 

 

 



  

   而 

(2 2) (2 2) (2 1)

(2 1) (2 1) 2

sin sin( 2 ) sin
d d d

1 1 1 2

k k k

k k k

t t s
t t s

t t s

  

  





  

 


 

       

(2 1) (2 1)

2 2

sin sin
d d .

1 1

k k

k k

s t
s t

s t

 

 

 

 
    



 

17. 已知 ( )f x 在[ , ]a b 上连续且单调递增，证明: ( )d ( )d .
2

b b

a a

a b
xf x x f x x


   

证法一：记 2/)( bac  。 )(xf 在 ],[ ba 上单调上升，则有    0)()(  cfxfcx ，

],[ bax 。对这个不等式在区间 ],[ ba 上积分得 

 
b

a

b

a
dxcxcfdxxfcx 0)()()()( 。 

由此得 



b

a

b

a

b

a
dxxf

ba
dxxfcdxxxf )(

2
)()( 。 

证法二：令 ( ) ( )d ( )d ,
2

t t

a a

a t
F t xf x x f x x


   [ , ].t a b ( )f x 在[ , ]a b 上连续且单增,则 

1 1
( ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( )d

2 2 2 2

t t

a a

a t t a
F t tf t f x x f t f t f x x

 
        

1
( ) ( )d 0.

2 2

t

a

t a
f t f t x


    

故 ( )F x 在[ , ]a b 上单增。又 ( ) 0,F a  所以 ( ) ( ) 0.F b F a  得证。  

 

18. 设
0 0

( ) [0, ], ( )cos d ( )sin d 0.f x C f x x x f x x x
 

    证明： ( )f x 在 (0, ) 中至少

有两个零点。 

证明：反证。假设命题不成立，则 

(i) )(xf 在 ],0[  无零点，或 

(ii) )(xf 在 ],0[  有且仅有一个零点, 且 )(xf 在 ],0[  不变号；或 

(iii) )(xf 在 ],0[  上有且仅有一个零点，且 )(xf 在 ],0[  变号。 

    对于情形(i)和(ii), 由于 )(xf 和 xsin 在 ],0[  不变号，并且它们的乘积不恒为零。

因此不可能有 0sin)(
0




xdxxf ,矛盾。 

对于情形(iii),假设 )(xf 在 ],0[  上有且仅有一个零点 ),0(0 x ,且 )(xf 在 0x 的两

侧反号。不妨设 0)( xf , ),0( 0xx ； 0)( xf , ),( 0 xx 。于是 )sin()( 0xxxf  在

],0[  非负，且不恒为零。因此 

0)sin()(
0

0 


dxxxxf . 

另一方面，由假设我们有  

 


0
0

0
0

0
0 0cos)(sinsin)(cos)sin()( xdxxfxdxxxfxdxxxxf 。 



矛盾。  

 

19. 设 ( ) [ , ],f x R a b 求证： 0,  存在 ( ) [ , ],g x C a b 使得 ( ) ( ) d .
b

a
f x g x x    

证明： ( ) [ , ],f x R a b 则 0,  存在[ , ]a b 的一个分割 0 1: ,nT a x x x b     使得 

1

( , ) ( , ) ( ) ,
n

k k k

k

U f T L f T M m x 


      

其中  
1

inf ( ) ,
k k

k
x x x

m f x
  

  
1

sup ( ) .
k k

k
x x x

M f x
  

  

依次连接点 ( , ( )), 0,1, , ,i ix f x i n 得到折线段 ( ), [ , ].y g x x a b  则 [ , ],g C a b 且 

1( ) ( ) ,         [ , ], 1 .k k k kf x g x M m x x x k n         

于是 

11 1

( ) ( ) d ( ) ( ) d ( ) .
k

k

n nb x

k k k
a x

k k

f x g x x f x g x x M m x 
 

          

 

20. 已知 ( ) [0, ],f x R  求证：
0 0

2
lim ( ) sin d ( )d .
n

f x nx x f x x
 


   

证明：作[0, ] 的 n 等分割 ,nT 1 ,k n   令 

( 1)
inf ( ) : ,k

k k
m f x x

n n

  
   

 

( 1)
sup ( ) : .k

k k
M f x x

n n

  
   

 
 

则      
/

0 ( 1) /
1

( ) sin d ( ) sin d
n k n

k n
k

f x nx x f x nx x
 




   

/

( 1) /
1

sin d
n k n

k
k n

k

M nx x





 ( 1)
1

sin d
n k

k

k
k

M
t t

n






   

0
1

sin d
n

k

k

M
t t

n





 
1

2n
k

k

M

n


1

2 2
( , ).

n
k

n

k

M
U f T

n



 

   

同理，         
0

2 2
( , ) ( ) sin d ( , ).n nL f T f x nx x U f T



 
   

因 ( ) [0, ],f x R 
0

lim ( , ) lim ( , ) ( )d .n n
n n

L f T U f T f x x


 
   令 ,n 由夹挤原理得 

0 0

2
lim ( ) sin d ( )d .
n

f x nx x f x x
 


   

 



21. 设 ( ), ( )f x g x 均为周期为T 的连续函数，称函数
0

1
( )( ) ( ) ( )d

T

f g x f t g x t t
T

   为

( )f x 与 ( )g x 的卷积。证明： 

（1） f g 也是周期为T 的周期函数； 

（2）
1

( )( ) ( ) ( )d , ;
a T

a
f g x f t g x t t a

T



      

（3） .f g g f    

证明： ( ) ( ),f x T f x  ( ) ( ),g x T g x  则 

（1）
0 0

1 1
( )( ) ( ) ( )d ( ) ( )d ( )( ).

T T

f g x T f t g x T t t f t g x t t f g x
T T

           

（2）
1 1 1

( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( )d
a T T a T

a a T
f t g x t t f t g x t t f t g x t t

T T T

 

        

0

1 1
( ) ( )d ( ) ( )d

T a

a
f t g x t t f s T g x T s s

T T
         ( )t s T   

0

1 1
( ) ( )d ( ) ( )d

T a

a
f t g x t t f s g x s s

T T
      

0

1
( ) ( )d

T

f t g x t t
T

  ( )( )f g x   

（3）令（2）中 ,a x 得 

( )( )f g x
1

( ) ( )d
x T

x
f t g x t t

T



   

01
( ) ( )d

T
f x s g s s

T 
      ( )s x t 令  

01
( ) ( )d

T
f x s T g T s s

T 
     

0

1
( ) ( )d

T

f x t g t s
T

      ( )t s T 令  

( )( ).g f x    


