
微积分 A1 第 6 次习题课答案   微分中值定理与洛必达法则 

 

1.  [0,1]   [0,1],   0 ( ) 1, ( ) 1.f x f x f x    在 上可导,且 有  : (0,1), . .s t 证明 !

( ) .f    

证明： 存在性.  ( ) ( ) .  0 ( ) 1,   (0) 0 (1).F x f x x f x F F     令 因 有  由连续函数的

介值性质， (0,1), . . ( ) 0,   ( ) .s t F f      即  

唯一性.  , (0,1), , ( ) , ( ) ,   ( ) ( ) 0.f f F F               假设 则  由 Rolle

定理, , , . . ( ) 0.s t F    存在介于 之间的  ( ) 1,  . f  于是 与已知矛盾  

 

2.   [3 4,7 4] (3 4) (7 4) 0.f f f    在 上可导, : (3 4,7 4), . .s t   证明  

( ) ( ) cos .f f      

证明：令
sin cos

( ) .( )
2

x x x
F x e f x

 
  

 
 (3 4) (7 4) 0,F F   由 Rolle 定理, 存在

(3 4,7 4), . .s t    

 ( ) 0,( ) ( ) cosF e f f
        

( ) ( ) cos . f f      

 

3. [0, ), (0, ) , (0) 0.  (0, ), (0, ), . .f C f f x x s t        在 上可导 证明：  

( ) (1 )ln(1 ) ( ).f x x f     

证明：由 Cauchy 中值定理, (0, ), . .x s t   

( ) ( ) (0) ( )
,

ln(1 ) ln(1 ) ln(1 0) 1

f x f x f f

x x






 

    
     

因而 ( ) (1 )ln(1 ) ( ). f x x f     

 

4. 
0

( )
[0,1] , lim ( ) 0  ( ) 0, (0,1]. : (0,1] .

( )x

f x
f f x f x x

f x


   在 上可导 且 证明 在 上无界  



证明：由 Lagrange 中值定理， (0,1], ( ,1), . . xx x s t     

( )
ln ( ) ln (1) .

( )

x

x

f
f x f

f






   

 0 ,x 令 由
0

lim ( ) 0
x

f x


 得
0

( )
lim .

( )

x

x
x

f

f






 

( )
 (0,1] . 

( )

f x

f x


因此 在 上无界  

 

5.  [ , ] ,  ( ) ( ). :  ( , ), . .f a b f a f b a b s t 在 上可导 证明 存在  

( ) ( ) ( ) 2.f a f f     

证明：对
2 2( )   Cauchy , ( , ), . .x f x x a b s t 和 使用 中值定理  

2 2 2

2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
( )  . 

2 2

b f b a f a f f f f
f a

b a

      



   
  


 

 

6.  ( )  ( , ) ,  lim ( ) ,  ( )   ( , )  
x

f x a f x f x a


 在 上可导 存在 在 上递减.证明： 

lim ( ) 0.
x

xf x


   

证明： lim ( ) ,  0, X max{ ,0}, . .
x

f x a s t


   存在 则  

2 11 2 ,    X.( ) ( ) x xf x f x      

进一步地， 2X,x   由 Lagrange 中值定理，存在 ( , ), . .
2

x
x s t   

( )
.( ) ( )( ) ( )

2 22 2

x xx xf x
f f xf x f 


      

因此 lim ( ) 0. 
x

xf x


   

 

7. 
2

2 2 2

1
 [0,+ ) ,  0 ( ) .  , . . ( ) .

1 (1 )

x
f f x s t f

x


 




    

 
在 上可导 且 证明:  

证明：
2

0 ( ) ,
1

x
f x

x
 


 0 ,x 令 得 (0) 0.f  令

2
( ) ( ),  

1

x
F x f x

x
 


则 

2

2 2+

1
( ) 0,  (0) lim ( ) 0,    ( ) ( ).

(1 )x

x
F x F F x F x f x

x 


     


  



( ) 0,   (0, ), ( ) 0,F x F     若 则
2

2 2

1
( ) .

(1 )
f







 


 

( ) 0,   (0, ), ( ) 0.F x a F a    若 则  
0

+

( )
lim ( ) 0, ,

2x

F a
F x 

 
 因 对 X ,a 

s.t. 

0

( )
,   X.( ) 0

2

F a
xF x      

 ( )  [0,X]  (0,X] , F x  设连续函数 在 上的最大值在 取得 则  

[0,X] [0, )
0 ( ) ( ) max ( ) max ( ).

x x
F a F F x F x

  
     

因此   ( ) ,  ( ) 0,F x F  为 的极大值点
2

2 2

1
( ) . 

(1 )
f







 


 

 

8. 试用微分中值定理求下列极限 

（1）
sin sin

lim  ( 1).
x x

x x

x ax a

x a
a

a a





 

（2）  lim arctan ln( 1) arctan ln .
n

n n n


   

解：（1）  sin    Cauchy ,   , . .t x x

xt a a x s t对 与 使用 中值定理 存在介于 与 之间的  

cossin sin
.

ln
x x

x

x x

x

x a

x a

a aa a






 

 ,x a令 得              
sin sin cos

lim .
ln

x x a

x x a

x a ax a

x a a

a a a a





 

（2）  ( ) arctan ln ,  Lagrange ,f x x令 由 中值定理  

2

1
 ( 1) ( ) ( ) ,    1.

(1 ln )
n n

n n

f n f n f n n 
 

      


 

2 2 2

1
( ( 1) ( )) .

(1 ln ( 1))( 1) (1 ln ) 1 lnn n

n n
n f n f n

n n n 
    

    
 

由夹挤原理得 

 lim arctan ln( 1) arctan ln 0. 
n

n n n


    

 

9. 证明下列不等式 



（1）

1 1 1 1

+1 +1

2 2
 ( 1).

( 1) ln

n n n na a a a
a

n a n


  


 

（2） (cos cos ) ln    (0 / 2, 1).y x xa a x y a a x y a        

证明：（1）
1 1

Lagrange , ( , ), . .
+1

n s t
n n

 由 中值定理  

1 1

+1 1 1
( ) .

ln 1 ( 1)

n

n

n na a a
a

a n n n n




  
 

 

于是                   

1 1 1 1

+1 +1

2 2
.

( 1) ln

n n n na a a a

n a n


 


 

（2） cos Cauchy , , , . .ta t x y s t对 与 使用 中值定理 存在介于 之间的  

ln ln
   (0 / 2, 1).

cos cos sin 1

y x xa a a a a a
x y a

y x







     

  
 

 

10. 试用洛必达法则求下列极限 

（1）
20

1 cot
lim .
x

x

x x

 
 

 
                 （2）

1/

0

(1 )
lim .

x

x

x e

x

 
 

（3）
20

( )
lim ( 0).

x x

x

a x a
a

x

 
           （4）

1
lim tan ( ).

4

n

n n




  

（5）

1/

1 2
1 2

0
lim ( , , , 0).

x
x x x

n
n

x

a a a
a a a

n

   
 

 
 

解：（1）
2

2 2 20 0 0 0

1 cot 1 cot cot csc sin cos
lim lim lim lim

2 2 sinx x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x   

    
    

 
 

3 20 0 0

1
sin 2

1 cos 2 2sin 2 12lim lim lim .
2 6 12 3x x x

x x
x x

x x x  




     

 

（2）

ln(1 )

1/
ln(1 )

0 0 0
2

(1 ) ln(1 )
lim lim lim 1

x

x x
x

x
x x x

x
x e e e x

xex x
x





  

         
 

 

ln(1 )

2 20 0 0 0

(1 ) ln(1 ) ln(1 ) 1/ (1 )
lim lim lim lim .

(1 ) 2 3 2 6 2

x

x

x x x x

x x x x x e
e e e

x x x x x



   

     
        

  
 



（3）   ( ) 1 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ln ( ).( )
v x v xv x v x u x u x u x v x u xu x

     

1

20 0

( ) ( ) ( ) ln( ) ln
lim lim

2

x x x x x

x x

a x a x a x a x a x a a

x x



 

      
  

1

0 0

( ) ( ) ln( ) ln
lim lim

2 2

x x x

x x

x a x a x a x a a

x x



 

   
   

1 2 1 2

0

1 ( ) ln( ) ( ) ln ( ) ( ) ln
lim

2 2

x x x x

x

x a x a x a x a x a x a a

a

 



       
   

1 1 1
.

2 2a a a
    

（4）

2

0 0 0

ln tan( ) sec ( )
24 4lim lim lim 2.

tan( ) sin( 2 )
4 2

x x x

x x

x
x x

 

     

 

  

 

因此， 

1
ln tan( )

24
1

lim tan ( ) lim .
4

n
n n

n n
e e

n


 

 
    

（5）
1 2

1/ 1
ln

1 2

0 0
lim lim

x x x
n

x a a ax x x

x nn

x x

a a a
e

n

  

 

   
 

 
 

1 2

0

ln( ) ln
exp lim

x x x

n

x

a a a n

x

    
  

 
 

1 1 2 2

0
1 2

ln ln ln
limexp

x x x

n n

x x xx
n

a a a a a a

a a a

   
  

   
 

1 2ln ln ln

1 2 . 
na a a

n
n

n
e a a a

  

   

 

11. 2

( )
, 0

( ), (0) 1, (0) 1, ( )  ( ).

0, 0

xg x e
x

g C g g f x f Cx

x

 


      
 

.证明：  

证明： (0) 1, (0) 1,g g    由洛必达法则 

20 0

( ) (0) ( )
(0) lim lim

x

x x

f x f g x e
f

x x



 

 
    

0 0

( ) ( ) (0) 1
lim lim .

2 2 2

x x

x x

g x e g x e g

x

 

 

    
    



2 2

( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( 1)
0 , ( ) .

x x xx g x e g x e xg x g x x e
x f x

x x

        
  时  

由洛必达法则 

0 0

( ) (0) 1
lim ( ) lim (0).

2 2

x

x x

xg x xe g
f x f

x



 

  
     

又
2( )g C ，故  ( ). f C  

 

12. 

1/

0 0

( ) ( )
(0) 2, lim 0.  lim .1

x

x x

f x f x
f I

x x 

      
 

试求极限  

解：
0 0 0

( )
 (0) lim ( ) lim lim 0 0 0.

x x x

f x
f f x x

x  
       

0 0

( ) (0) ( )
(0) lim lim 0.

x x

f x f f x
f

x x 


     

20 0 0

( ) ( ) 1 1
lim lim lim (0) 1.

2 2

) )

2

( (0

x x x

f xf x f x

x

f
f

x x  

 



    

2
2

( )
( )1/

( )

0 0 0

( ) ( )
lim lim lim . 1 1

x f x
f xx

f x x
x

x x x

f x f x
I e e

x x



  

   
       

   
 

 

13. 
2

+
( ), (0) 1, (0) 0, (0) 1. lim .

x

x

a
f C f f f f

x 

  
        

  
试求极限  

解：
+ + + +2+ 0 0 0 0

ln ( ) ( ) ( )
lim ln lim lim lim lim

2 ( ) 2 ( )x t t t t

a f at af at a f at
x f

t tf at f at tx     

  
    

 
 

+

2 2

0

(0)
lim ( ) .

2 (0) 2 (0) 2t

a a f a
af at

f f


      

2ln
/2

+ +
lim lim . 

x a
x f

ax

x x

a
f e e

x

 
 

 

   

  
   

  
 

 

14. 
1 10 , sin . : lim 3.n n n

n
a a a na 


   证明  

证明：
2 2 4

2 2 2 20 0

sin
lim lim

sin sinx x

x x x

x x x x 


 
 

3 2

0 0 0 0

1 3 3
lim lim lim lim 3.

sin sin 2 1 cos sinx x x x

x x x x

x x x x x x   
   

  
 



 1 1 10 , sin , ,  ,   0 .n n na a a a a a a      单调下降有下界 因而有极限 且

在 1 sinn na a  中  ,n令 得 sin , 0,  lim 0.n
n

a a a a


  即 由 Stolz 定理及上面的函数

极限可得 

2 2
2

2 2 2 2 2

1

sin1
lim lim lim lim 3.

1 1 1 sin

n n
n

n n n n
n n n n n

a an
na

a a a a a   


   
 

 

于是      lim 3. n
n

na


  

 

15. 证明：n 阶 Laguerre 多项式
d

( ) ( )
d

n
x n x

n n
L x e x e

x

 在 (0, ) 上恰有n 个根。 

证明：记 ( ) n xf x x e ， n 次多项式 ( )x ne f x x 有n 重根0 ，首项系数为 1。 

1( ) ( )n xf x x n x e    ，n 次多项式 1( ) ( )x ne f x x n x   有 1n 重根0 和单根n ，首

项系数为 1 。 

设 k n 时， 

( )

1 2( ) ( 1) ( )( ) ( )x k k n k

ke f x x x a x a x a     ， 

其中 1 20 ka a a    。记 0 0a  ，则
( ) ( )kf x 有零点 0 1 2, , , , ka a a a ，由 Rolle 定理可

知，
( 1) ( )kf x

有 k 个零点 1( , ), 1,2, ,i i ib a a i k  。而n 次多项式 

( 1) 1

1 2

1 2

1

( ) ( 1) ( )( ) ( )

1 1
                     ( 1) ( )( ) ( )
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（注意这种写法下， 1 20, , , , ka a a 为可去间断点，可去间断点处的函数值理解为函数在该

点的极限）有 1n k  重根0 。此外， 
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与 ( 1)k 同号。而
( 1) ( )x ke f x

的首项系数为
1( 1)k ，因此存在 , . .kM a s t ( 1) ( )M ke f M

与

1( 1)k 同号。故
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有根 1 ( , )k kb a M  。 

至此，我们证明了n 次多项式 
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其中， 1 2 10 kb b b     。 



    由归纳假设法知，n 次多项式 ( )d
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  在 (0, ) 上有n 个根。

而 n 次多项式至多有n 个实根，因此 ( )nL x 在 (0, ) 上恰有n 个根。 


