
微积分 A1 第 7 次习题课答案   极值与 Taylor 公式 

 

1. 求函数的 Maclaurin 展式： 
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2. 求下列极限： 

（1）
2

0

1 2 tan
lim

arcsin sin

x

x

x e x

x x

  


          （2）

3
0

(sin )
lim

x x

x

x x

x


 

（3）
1

lim
1

x

x

x
x

e x

  
  

  
             （4）

1
lim ( 0)

1 1x x x 

 




 
 

  
 

（5）
2 1

lim (1 )
2

x

x

e
x x e

x

  
    

  
      （6） lim sin(2 !)

n
n en


  

（7）
2

1

3
lim 1 1

n

n
k

k

n


 
   

 
  
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（7）由带 Lagrange 余项的 1 阶 Taylor 公式， 0, (0, ), . .xx x s t    ， 

2
2( 1)(1 )

(1 ) 1 .
2!

xx x x


   


 
     

于是，对任意正整数 n 及 k n ，存在 , 2
0 k n

k

n
  ，使得 

2

2 2 5/3 4

,

3 1
1 1 .

3 9(1 )k n

k k k

n n n
   


 

而           
2 2

5/3 4 4
1 1,

1 1
,

(1 )

n n

k kk n

k k

n n n 

 


   

所以         
2

5/3 4
1 ,

1
lim 0.

(1 )

n

n
k k n

k

n





  

2

2 2 5/3 4 2
1 1 1 1,

3 1 1 1
lim 1 1 lim lim lim . 

3 9 (1 ) 3 6

n n n n

n n n n
k k k kk n

k k k k

n n n n   
   

 
         

     

 

3. 证明不等式： 
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2 2 2 3 3 31 1
(1 ) ( ) ( ) ( ), 0.

2 6
a b x ab b x ab b x o x x            

2 2 31 1
1 0,    0,    0.

2 6
a b ab b ab b         ( )f x 在 0x  与 3x 是同阶无穷小量，

因此 

2 2 31 1
1 0,    0,    0.

2 6
a b ab b ab b          

解得
1 1

, .
2 2

a b   此时， 

2 31 1
,

6 12
ab b       

31
( ) , 0 .

12
f x x x   

 

7. f 在[ 1,1] 上三次可导， ( 1) (0) (0) 0, (1) 1f f f f     。证明：存在 ( 1,1)   ，

使得 ( ) 3f   。 

证明：存在
1 2( 1,0), (0,1),    使得 

1

2

( )(0)
( 1) (0) (0) ,

2! 3!

( )(0)
(1) (0) (0) .

2! 3!

ff
f f f

ff
f f f






    


   

 

( 1) (0) (0) 0, (1) 1f f f f     ，则 

1 2( ) ( )(0) (0)
0 ,     1 .

2! 3! 2! 3!

f ff f   
     

两式相减，得 1 2( ) ( )
1

6

f f  
 ，因此

1( ) 3f   或
2( ) 3f   。得证。 


