
微积分 A1 第 8 次习题课答案   函数的单调性、凸凹性、不定积分 
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令 tan ,x t 则右端第二个积分 
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（32）法一：这是一个有理函数，可以利用待定系数法将被积函数分解为简单函数之和，再

积分。过程繁琐，略。 
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2

1

1x x


 

2

2 2 2 2

2
2

( 1) ( 1)

x x x
I C

x x x x


   

   
 

由此得           
2

2 2

2 1

2( 1)

x
I C

x x


 

 
 

 



2. 证明下列不等式 

（1）sin tan 2  (0 2)x x x x      

（2）sin(tan )  (0 4)x x x     

（3） 12 ( )   (0 1)
p pp pa b a b p       

（4）
2

11
1

1 ( 1)
 ( 1, 1, (0,1), 1,2, , )

a
an

k n ka
k k

n
x a x x x k n

x n 


  
        

 
  

证明：（1）令 ( ) sin tan 2f x x x x   ，则 

3 2
2

2

cos 1 2cos
( ) cos sec 2

cos

x x
f x x x

x

 
      

2

2

(1 cos )(1 cos cos )
0,

cos

x x x

x

  
     ( 0 , 2 ) .x    

因此 ( )f x 在[0, 2] 上严格单调递增， ( ) (0) 0,f x f  (0, 2).x    

（2）令 ( ) sin(tan ) ,f x x x  则 (0) 0,f 
2

cos(tan )
( ) 1.

cos

x
f x

x
   欲证 ( ) 0,f x  只要证 

( ) 0.f x   为此，只要证 2cos(tan ) cosx x (0 4)x   。 

令
21

( ) cos 1 ,
2

g x x x   则 ( ) sin 0(0 4),g x x x x        ( ) (0) 0g x g  .因

此，
2 2 2

2 2

2 2

1 2cos sin cos 1
cos(tan ) 1 tan cos . 

2 2cos 2cos 2

x x x
x x x

x x


       

（3）令 ( ) ( 0)pf x x x  ，0 1p  ，则 2( ) ( 1) 0,pf x p p x     ( )f x 上凸，于是 

( ) ( )
( ) ,    2 ( ) .

2 2 2

p p

p p
a b f a f b a b

f a b
  

  即  

（4）令
1

( ) ( )  ( 0),af x x x
x

   因 1,a    

1

2

1 1
( ) ( ) (1 ),af x a x

x x

     

2 2

2 3

1 1 2 1
( ) ( ) ( 1)(1 ) ( ) 0,  0.af x a x a x x

x x x x

  
          

 
 

因此 ( )f x 下凸， 1 1( ) ( )
( )n nf x f x x x

f
n n

  
 ，即 



2

1 1

1

1 1 1 1 ( 1)
( ) ( ) .

a
an n

a a

k k n a
k kk

k

k

n
x x n

n x n n
x 



  
      

 
 


 

 

3. ( )f x 在[0,1]连续，在 (0,1)上可导，且 (0) (1) 0,f f  ( ) 2 ( ) ( ) 0.f x f x f x    证

明： ( ) 0, [0,1].f x x    

证明：令 ( ) ( ),xF x e f x 则 ( ) ( ( ) 2 ( ) ( )) 0,xF x e f x f x f x      ( )F x 下凸。由下凸函

数的定义，有 

( ) ( ) ( 0 (1 ) ) (0) (1 ) (1) 0.xe f x F x F x F F             

因此 ( ) 0, [0,1]. f x x    

 

4. 设函数 )(xf 在 ),(  上二次可导， 0)( xf ， ( ) 0f x  。证明 )(xf 为常数函数。 

证明： ( ) 0,f x  ( )f x 下凸，曲线位于切线上方。于是对 ),(0 x ，有 

))(()()( 000 xxxfxfxf  ， ),( x 。 

若 0)( 0  xf ，则由上式可知 )(f 。若 0)( 0  xf ，则由上式可知 )(f 。

这两种情形都与 0)( xf 矛盾，因此必有 0)( 0  xf 。由 0x 的任意性， 0)(  xf ， )(xf

为常数函数。  

 

5. 设函数 ( )f x 在[ , )a  上二次可导。若 ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, [ , ),f a f a f x x a       则

函数 ( )f x 在[ , )a  上恰有一个零点。 

证明: ( ) 0,f x  则 ( )f x 在严格单调下降， ( ) ( ) 0,f x f a   [ , )x a   ，于是 ( )f x

在[ , )a  上严格单调下降。另一方面， ( ) 0,f x  ( )f x 为上凸函数，曲线位于切线下方,

即 

( ) ( ) ( )( ),    [ , ).f x f a f a x a x a       

因此 lim ( )
x

f x


 。而 ( ) 0,f a  ( )f x 在[ , )a  上严格单调下降，故 ( )f x 在[ , )a  上

恰有一个零点。  

 



6. 证明开区间上的凸函数处处连续。 

证明： 设 )(xf 是开区间 ),( ba 上的下凸函数。 我们来证明 )(xf 于开区间 ),( ba 上处处连

续。任意取定一点 ),(0 bax  ,取点 201 xxxx  ，由 )(xf 的凸性可得 

              
02

02

0

0

10

10 )()()()()()(

xx

xfxf

xx

xfxf

xx

xfxf














   

上式两边同乘
0x x 得 

           )(
)()(

)()()(
)()(

0

02

02

00

10

10 xx
xx

xfxf
xfxfxx

xx

xfxf










 

令
 0xx ,由夹挤原理得 

0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ,即 )(xf 在点 0x 处右连续。 

   同理可证 )(xf 在点 0x 处左连续。故 )(xf 在点 0x 处连续。由点 ),(0 bax  的任意性，     

可知函数 )(xf 于开区间 ),( ba 上处处连续。  

 

7. 证明： 

（1） (4)( ) 0, ,f x x  且
0 0 0 , . . ( ) ( ) 0,x s t f x f x    则 f 下凸。 

（2） ( )f x 在 0x 处 3 阶可导, 
0 0 ( ) 0, ( ) 0,f x f x   则

0 0( , ( ))x f x 是 ( )f x 的拐点。 

证明：（1） (4)( ) 0,f x  则 ( )f x 严格单增，而 0( ) 0,f x  因此 

0

0

0,
( ) ,

0,

x x
f x

x x

 
 

 
      

0

0

,
( ) .

,

x x
f x

x x


 



严格递增

严格递减
 

又
0( ) 0,f x  所以 ( ) 0, ,f x x   从而 f 下凸。 

（2）不妨设 0( ) 0,f x  即
0

0

0

( ) ( )
lim 0.
x x

f x f x

x x

 



由极限的保序性, 0, . .s t   

0
0

0

( ) ( )
0,     0 .

f x f x
x x

x x


 
    


 

而
0( ) 0,f x  所以

0

0

0,
( ) ,

0,

x x
f x

x x

 
 

 

0

0

,
( ) ,

,

x x
f x

x x






下凸

上凸 0 0( , ( ))x f x 是 ( )f x 的拐

点. 

 

8. 设 ( )f x 在 ( , )a b 上二阶可导，存在 ( , ), . . ( ) 0a b s t f   。证明: 1 2 ,x x ( , ), . .a b s t



2 1

2 1

( ) ( )
 ( ).

f x f x
f

x x






 

证明：不妨设 ( ) 0.f   令 ( ) ( ) ( ) ,F x f x f x  则 ( ) 0,F   ( ) ( ) 0,F f    即 

( ) ( ) ( )
lim lim 0.
x x

F x F F x

x x 



  

  
 

 
 

由极限的保序性， 0, . .s t 
( )

0,   0 .
F x

x
x

 



    


于是， 

当 ( , )x     时， ( ) 0,F x  ( )F x 严格单调递减， ( ) ( )F F    ； 

当 ( , )x     时， ( ) 0,F x  ( )F x 严格单调递增， ( ) ( )F F    。 

不妨设 ( ) ( ) ( )F F F        ，记
1 ,x    由介值定理，存在

2 ( , ), . .x s t   

2( )F x  ( )F  
1( )F x 。于是 

2 1 2 1 2 1 0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),F x F x f x f x f x x       

2 1

2 1

( ) ( )
( ).

f x f x
f

x x






 

 


