
第二次习题课答案   数列的极限(2)—收敛原理与重要极限 

1. 设

1
1 1 1 1 1

1 , 1 , 1 ln .
2 3

n n

n n na b c n
n n n



   
            
   

求证: 

（1）   , , .n n n na b a e b 严格单调递增 严格单调递减 且  

（2）  
1 1 1

1 ln ,  
2 3

n nc n c
n

     设 则 收敛（ lim n
n

c c


 称为 Euler 常数）。 

（3）
1 1 1

, lim .
1

n n
n

d d
n n n n 

   
 

设 求  

（4）
1 1 1

, lim .
( 1) ( 1)( 2) 2 (2 1)

n n
n

e e
n n n n n n 

   
   

设 求  

证明：（1）归纳法可证 Bernoulli 不等式： 
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故   ,n na b严格单调递增 严格单调递减。又 
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所以， ( ).n na e b  可利用极限的保序性,反证法  
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即  , .nc 严格单调递减 有下界 由单调收敛原理, nc 收敛. 

（3） 2

1 1 1 1
1 ln 2 1 ln ln 2 ln 2.

2 2 2
n n nd n n c c

n n

   
                
   

 

由（2）的结论知 lim ln 2 ln 2.n
n

d c c


     

（4）
1 1 1 1 1 1 1 1

,
2 1 1 2 2 1 1 2

n n nd e d
n n n n n n n n

           
    

 

令 ,n 由夹挤原理及（3）中结论，得 lim lim ln 2. n n
n n

e d
 

   

2. 1
1 2 2, , lim .

2

n n
n n

n

a a
a a a a





  求  

解：归纳可证 
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3. 求下列极限 
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解：（1）由 Stolz 定理， 
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4.  nm 是严格递增的自然数子列，且存在极限
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6. 设 1 10 1, (1 ) 0,n n na a a a     求证：
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因此单增数列 2

na 不是 Cauchy 列，从而有
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8. 给定 y 及 0 1.a  证明: 方程 sinx a x y  有唯一解. 

证明: 存在性. 令 0 ,x y 1 0 1sin , sin ,n nx y a x x y a x    则 
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因为0 1,a  0, ,N n N    当 时, ,na  于是 

,     , .n

n p nx x a n N p         

即  Cauchynx 为 列,从而收敛. 1lim . sin ,n n n
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   记 在 中令 得  
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唯一性. 设方程另有一解 , sin .x y a    即  则 

sin sin .a a           
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9. 设 nx 为有界列,令 

   1 2 1 2sup , , , ,   inf , , , .n n n n n n n nx x x x x x       
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   

与 都存在 且  
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与 分别称为 nx 的上极限与下极限，分别记为 lim n
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   在区间 之外最多有数列 的有限项  

证明：（1）   ,  ,n n nx  由 的有界性及 的定义知  n 为单调递减有界列，  n 为单调

递增有界列。由单调收敛原理， lim limn n
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                           A A ,    .n n n N           
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  ，则 1 20, , , . .N N s t     

1A A ,    ;n n N         

2A A ,    .n n N         
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 在区间 之外  


