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习题解电子版

• 在清华网上图书馆搜索“数理逻辑与集合论”



习题1.1/2

• 判断下列语句是否是命题，如果是求其真值。
• 火星上有生命存在。

• 真值待定/真

• 这句话是错的。
• 不是命题，悖论

• 假如明天是星期天，那么学校放假。
• 如果“明天”不是星期天：真

• 如果“明天”是星期天：可能做作业的时间星期天都放假

• 错例：如果是xx周，假
• 修改：如果今天是xx周周六，假

• 𝑃表示今天很冷，𝑄表示正在下雪。
(1)将命题符号化：正在下雪的必要条件是今天很冷

• 正解：𝑄 → 𝑃，注意区分充分条件和必要条件



• 写出波兰式和逆波兰式
原式 波兰式 逆波兰式

(1) 𝑃 → 𝑄 ∨ 𝑅 ∨ 𝑆 → 𝑃 ∨∨ 𝑄𝑅𝑆 𝑃𝑄𝑅 ∨ 𝑆 ∨→
(3) ¬¬𝑃 ∨ 𝑊 ∧ 𝑅 ∨ ¬𝑄 ∨∨ ¬¬𝑃 ∧𝑊𝑅¬𝑄 𝑃¬¬𝑊𝑅 ∧∨ 𝑄¬ ∨

𝑓𝑢𝑛𝑐 𝐸 ：对表达式 𝐸 求波兰式或逆波兰式（用于手算）

如果𝐸只剩一个命题变项，返回𝐸

如果𝐸满足 𝐸1 的形式，返回 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝐸1

找到最后计算的符号@

if @是单目运算（例如¬）

单目运算一定在开头，即𝐸 = @𝐸1

返回@𝑓𝑢𝑛𝑐 𝐸1 （波兰式）或𝑓𝑢𝑛𝑐 𝐸1 @（逆波兰式）

else

双目运算将表达式分成了两半，即𝐸 = 𝐸1@𝐸2

返回@𝑓𝑢𝑛𝑐 𝐸1 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝐸2 （波兰式）或𝑓𝑢𝑛𝑐 𝐸1 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝐸2 @（逆波兰式）

习题1.6
∨是左结合
的，从左至
右依次计算

波兰式中¬放
前面，逆波兰
式中放后面

不能等值替换，不能交换
左右，不能去掉连续的¬
这是求原式的另一种形式，
而不是化简原式，就像“列
出方程”的题目不应该把方
程解出来一样



习题2.3

• 用↑和↓分别表示出¬、∧、∨、→和↔
• 题意有些不清：只使用↑或↓可以表示出所有运算，因此题意是求只使用↑
表示五个运算，再只使用↓表示五个运算

• ¬𝑃 = 𝑃 ↑ 𝑃

• 𝑃 ∧ 𝑄 = ¬¬ 𝑃 ∧ 𝑄 = ¬ 𝑃 ↑ 𝑄 = 𝑃 ↑ 𝑄 ↑ 𝑃 ↑ 𝑄

• 其他运算都可以用这两个运算组合出来

• 很多式子有更简单的表达



习题3.1

• 用罗素公理系统证明：(3) ⊢ 𝑃 → 𝑄 ∨ 𝑃

• 易错点
• 罗素公理系统只能使用已有的公理和定理
• 只能使用代入和分离两种变换方式

• 不能直接使用交换律、分配律等常用等值变换
• 目前的公理体系有可能推不出结合律

• 写明依据
• 形式严格按照约定
• 在用推理演算和归结推理时也要写明

• 离散语文数学要学习“正确的说话方式”，形式正确更容易找到自
己的证明哪里错了

• 包括谓词逻辑的推理演算、归结推理等的证明都应当严格按照各
自系统允许的方式进行



习题3.1（cont）

• (3) ⊢ 𝑃 → 𝑄 ∨ 𝑃

• ①⊢ 𝑄 → 𝑅 → 𝑃 → 𝑄 → 𝑃 → 𝑅 已证定理

• ②⊢ 𝑃 ∨ 𝑄 → 𝑄 ∨ 𝑃 → 𝑃 → 𝑃 ∨ 𝑄 → 𝑃 → 𝑄 ∨ 𝑃

代入
𝑄

𝑃∨𝑄
,
𝑅

𝑄∨𝑃

• ③⊢ 𝑃 ∨ 𝑄 → 𝑄 ∨ 𝑃 公理

• ④⊢ 𝑃 → 𝑃 ∨ 𝑄 → 𝑃 → 𝑄 ∨ 𝑃 ②③分离

• ⑤⊢ 𝑃 → 𝑃 ∨ 𝑄 公理

• ⑥⊢ 𝑃 → 𝑄 ∨ 𝑃 ④⑤分离

没有交换律，
不能直接用
交换律交换

不能写成
∵①③∴④



习题5.4

• 求前束范式、∃前束范式、（第二类）Skolem范式

• 引入新谓词、新函数之后新式和原式不等值，不能直接写等号。

• 应当注明新谓词或函数与原式的关系后才能写等号，或是注明这
是原式的XX范式（而不是等于原式）

• 不写明的话，关系如下：
• 原式 = 前束范式（变元易名后分配等值式前）≠ 分配等值式后的范式
• 原式 ⇒ ∃前束范式

• 原式 ⇐ Skolem范式

• 不建议用分配等值式形式的前束范式



习题5.4（cont）

• (8)求 ∀𝑥 𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 → ∀𝑥 𝑃 𝑥 → ∃𝑥 𝑄 𝑥 的∃前束范式

• 除常见的做法外，以下三种都对

∀𝑥 𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 → ∀𝑥 𝑃 𝑥 → ∃𝑥 𝑄 𝑥

= ∃𝑥 𝑃 𝑥 ∧ ¬𝑄 𝑥 ∨ ∀𝑥 ¬𝑃 𝑥 ∨ ∃𝑥 𝑄 𝑥

= ∃𝑥 ∀𝑦 𝑃 𝑥 ∧ ¬𝑄 𝑥 ∨ 𝑄 𝑥 ∨ ¬𝑃 𝑦

= ∃𝑥 ∀𝑦 𝑃 𝑥 ∨ 𝑄 𝑥 ∨ ¬𝑃 𝑦

∀𝑥 𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 → ∀𝑥 𝑃 𝑥 → ∃𝑥 𝑄 𝑥

= ∃𝑥 𝑃 𝑥 ∧ ¬𝑄 𝑥 ∨ ∀𝑥 ¬𝑃 𝑥 ∨ ∃𝑥 𝑄 𝑥

= ∃𝑥 ∀𝑦 ∃𝑧 𝑃 𝑥 ∧ ¬𝑄 𝑥 ∨ ¬𝑃 𝑦 ∨ 𝑄 𝑧

⇒ ∃𝑥 ∃𝑦 ∃𝑧 ∀𝑢 𝑃 𝑥 ∧ ¬𝑄 𝑥 ∨ ¬𝑃 𝑦 ∨ 𝑄 𝑧 ∧ ¬𝑆 𝑥, 𝑦 ∨ 𝑆 𝑥, 𝑢

∀𝑥 𝑃 𝑥 → 𝑄 𝑥 → ∀𝑥 𝑃 𝑥 → ∃𝑥 𝑄 𝑥 = ⋯ = 𝑇

这里可以合并是
因为 ∃的分配律，
同名命题变项一
般不能乱合并

这里不能是等号；可以写文字，如：“∃前束范式是”

推荐
这种



习题10.3

• 证明：
• 𝑑𝑜𝑚 𝑅 ∪ 𝑆 = 𝑑𝑜𝑚 𝑅 ∪ 𝑑𝑜𝑚 𝑆

• 𝑑𝑜𝑚 𝑅 ∩ 𝑆 ⊆ 𝑑𝑜𝑚 𝑅 ∩ 𝑑𝑜𝑚 𝑆

• 错误1：∃对∨的分配率是可逆的，但对∧的分配率是单向的
• ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∨ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ⇔ ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∨ ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆

• ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∧ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ⇒ ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∧ ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆

• 错误2：没有搞清楚个体变项的“管辖范围”
• 对任意的 𝑥，𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑅 ∪ 𝑆 ⇔ ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∪ 𝑆 √

• ∀𝑥 𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑅 ∪ 𝑆 ⇔ ∀𝑥 ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∪ 𝑆 √

• ∀𝑥 𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑅 ∪ 𝑆 ⇔ ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∪ 𝑆 ×

• ∀𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑅 ∪ 𝑆 ⇔ ∃𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∪ 𝑆 ？？

𝑥 是整个证明过程中的变元

每一步都是完整的命题，𝑥 在每步
中都收到该步骤中的量词“管辖”

𝑥 的“作用域”有歧义



习题10.7

• 对𝐴 = 0,1,2,3,4 关系，给出关系图和关系矩阵：
(3) 𝑅3 = 𝑥, 𝑦 𝑥和 𝑦是互质的

0 ? 0 0 0
? 1 1 1 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
0 1 0 1 0

一般这种自己映
射到自己的集合
不画成二分图

注意1和
所有正整
数都互质

0和自然数𝑥
的互质性可
以理解为未
定义或最大
公约数为 𝑥 ，
所以0和1都
算对



习题10.10

• 证明 𝑅 ∘ 𝑆 ∪ 𝑇 = 𝑅 ∘ 𝑆 ∪ 𝑅 ∘ 𝑇

• 对任意的 𝑥, 𝑦

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∘ 𝑆 ∪ 𝑇

⇔ ∃𝑧 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑆 ∪ 𝑇 ∧ 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑅

⇔ ∃𝑧 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑆 ∨ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑇 ∧ 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑅

⇔ ∃𝑧 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑆 ∧ 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑅 ∨ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑇 ∧ 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑅

⇔ ∃𝑧 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∘ 𝑆 ∨ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 ∘ 𝑅

⇔ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∘ 𝑆 ∪ 𝑅 ∘ 𝑇



习题11.3

• 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴𝐵，𝑓 ∩ 𝑔 ≠ ∅，𝑓 ∩ 𝑔和𝑓 ∪ 𝑔是函数吗？证明或举反例
• 𝑓 ∪ 𝑔可能不是任何集合到任何集合的函数
• 𝑓 ∩ 𝑔可能不是𝐴到𝐵的函数，但一定是𝑑𝑜𝑚 𝑓 ∩ 𝑔 到𝐵的函数

• 这道题问法有问题，函数必须定义在特定的两个集合上

• 虽然题目问法有问题，但是回答不能和题目一起错，在作业中直
接回答是或不是，不判断定义域或明确说明是不是某个特定集合
上的函数的都判为了错

• 另外两道问是否是函数的题目同理，在这本书上这样问是错的

• 另一种解决方案是更新书上对函数的定义，比如加上“一般地，
我们在不指定两个集合的情况下说𝑓是一个函数，是指’𝑓是从某
一集合到某一集合的函数’”

• 在举反例的时候注意需要举满足𝑓 ∩ 𝑔 ≠ ∅的函数（虽然这个条
件并没有什么用）



习题11.6

• 下列函数是否满射的，单射的，双射的？

• (2)𝑓:ℕ − 0 → ℝ, 𝑓 𝑥 = log2 𝑥

• 题目有三个问题，应当都回答

• (2)不是满射，是单射，不是双射



习题11.7

• 设𝑅是𝐴上的等价关系，𝑔: 𝐴 → 𝐴/𝑅是自然映射，什么条件下𝑔是
双射？

• 自然映射𝑔 𝑎 = 𝑎 𝑅定义为从元素映射到等价类，是满射

• 同时是单射时就是双射

• 𝐴/𝑅的元素个数需要和𝐴相同，即等价类个数等于元素个数

• 只能每个元素一个等价类，即是恒等关系



习题11.9

• 有限集合𝐴和𝐵， 𝐴 = 𝑚， 𝐵 = 𝑛，求下列情况下𝑚和𝑛的条件
• 存在从𝐴到𝐵的(1)单射函数(2)满射函数(3)双射函数

• 对于(2)，如果𝐵 = ∅，则关系集合必须为∅，此时若𝐴 ≠ ∅，则不
可能存在𝐴到𝐵的函数，更不可能存在满射函数

• 因此(2)的答案应该是：𝑚 ≥ 𝑛 > 0或𝑚 = 𝑛 = 0

• (1)𝑚 ≤ 𝑛，(3)𝑚 = 𝑛

• ps：这个题2016年只有3个人做对



习题11.10

• 构造𝐴到𝐵的双射函数：
(2)𝐴 = 0,1 ⊆ ℝ, 𝐵 = 1,3 ⊆ ℝ

• 错误举例：
• 𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 1，没有指定函数的集合

• 正确举例：
• 𝑓: 𝐴 → 𝐵, 𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 1



习题11.10

• 构造𝐴到𝐵的双射函数：
(3)𝐴 = 𝑃 𝑋 ，𝐵 = 𝑋𝑌，𝑋 = 𝑎, 𝑏, 𝑐 ，𝑌 = 0,1

• 要点：搞清楚𝑋𝑌是所有可能的单射，一一建立关系即可

• 𝐴 = 𝐵 = 双射举例：
∅,
𝑎 ,

𝑏 ,

𝑐 ,

𝑎, 𝑏 ,
𝑎, 𝑐 ,

𝑏, 𝑐 ,

𝑎, 𝑏, 𝑐

𝑎, 0 , 𝑏, 0 , 𝑐, 0 ,

𝑎, 0 , 𝑏, 0 , 𝑐, 1 ,

𝑎, 0 , 𝑏, 1 , 𝑐, 0 ,

𝑎, 0 , 𝑏, 1 , 𝑐, 1 ,
𝑎, 1 , 𝑏, 0 , 𝑐, 0 ,

𝑎, 1 , 𝑏, 0 , 𝑐, 1 ,

𝑎, 1 , 𝑏, 1 , 𝑐, 0 ,

𝑎, 1 , 𝑏, 1 , 𝑐, 1

∅, 𝑎, 0 , 𝑏, 0 , 𝑐, 0 ,

𝑎 , 𝑎, 0 , 𝑏, 0 , 𝑐, 1 ,

𝑏 , 𝑎, 0 , 𝑏, 1 , 𝑐, 0 ,

𝑐 , 𝑎, 0 , 𝑏, 1 , 𝑐, 1 ,
𝑎, 𝑏 , 𝑎, 1 , 𝑏, 0 , 𝑐, 0 ,

𝑎, 𝑐 , 𝑎, 1 , 𝑏, 0 , 𝑐, 1 ,

𝑏, 𝑐 , 𝑎, 1 , 𝑏, 1 , 𝑐, 0 ,

𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑎, 1 , 𝑏, 1 , 𝑐, 1
ps：抄题解的同学不要只抄𝑓1，不抄𝑓1的定义


