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失夰央夲夸 对有限集合A，在A上给出最多个等价类和最少个等价类的关系各是什么？

答 给出最多个等价类的关系是恒等关系IA，有|A|个等价类。给出最少个等价类的关系是全关系EA，仅失个

等价类。

失夰央夲夹 设R是A上传递和自反的关系，T是A上的关系，aTb⇐⇒ aRb ∧ bRa。证明T是等价关系。

证

R是自反的⇐⇒ 夨∀x天夨x ∈ A −→ 〈x, x〉 ∈ R天

⇐⇒ 夨∀x天夨x ∈ A −→ 〈x, x〉 ∈ R ∧ 〈x, x〉 ∈ R天

⇐⇒ 夨∀x天夨〈x, x〉 ∈ T 天

⇐⇒ T是自反的

R是对称的，则对任意〈x, y〉

〈x, y〉 ∈ T ⇐⇒ 〈x, y〉 ∈ R ∧ 〈y, x〉 ∈ R

⇐⇒ 〈y, x〉 ∈ R ∧ 〈x, y〉 ∈ R

⇐⇒ 〈y, x〉 ∈ T

从而T是对称的。

R是传递的，则对任意〈x, y〉, 〈y, z〉

〈x, y〉 ∈ T ∧ 〈y, z〉 ∈ T ⇐⇒ 〈x, y〉 ∈ R ∧ 〈y, x〉 ∈ R ∧ 〈y, z〉 ∈ R ∧ 〈z, y〉 ∈ R

夽⇒ 〈x, z〉 ∈ R ∧ 〈z, x〉 ∈ R

⇐⇒ 〈x, z〉 ∈ T

从而T是传递的。

综上，T是等价关系。

失夰央夳夰 对A 夽 {a, b, c, d}，R是A上的等价关系，且

R 夽 {〈a, a〉, 〈a, b〉, 〈b, a〉, 〈b, b〉, 〈c, c〉, 〈c, d〉, 〈d, c〉, 〈d, d〉}

画R的关系图，求A中各元素的等价类。

失
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解 关系图如图失夰夭夳夰所示，等价类

奛a奝R 夽 奛b奝R 夽 {a, b}

奛c奝R 夽 奛d奝R 夽 {c, d}

图 失夰夭夳夰

失夰央夳失 设Z+ 夽 {x|x ∈ Z ∧ x > 夰}，判定下列集合π是否构成Z+的划分。

夨失天 S1 夽 {x|x ∈ Z+ ∧ x是素数}, S2 夽 Z+ − S1, π 夽 {S1, S2}
夨夲天 π 夽 {{x}|x ∈ Z+}

答 夨失天 是，π划分将Z+划分为素数与非素数。

夨夲天 是，π划分即是恒等关系导出的划分。

失夰央夳夲 对非空集合A，P 夨A天− {∅}是否构成A的划分？

答 若|A| 夽 失，则P 夨A天− {∅} 夽 {A}是A的划分，等同于全关系导出的划分。
若|A| > 失，则P 夨A天 − {∅}不是A的划分，因为P 夨A天 − {∅}的元素A和{a}（其中a为A的任意元素）交集

不为空。

失夰央夳夳 有头个元素的集合上，不同的等价关系的数目是多少？

答 不同等价关系的数目等同于不同划分的数目，而不同的划分有夨失天恒等关系导出的划分；夨夲天二一一型划

分；夨夳天二二型划分；夨头天三一型划分；夨夵天全关系导出的划分，共失夵种，如下所示。则不同等价关系的数目亦

为失夵。

夨失天{{a}, {b}, {c}, {d}}
夨夲天{{a, b}, {c}, {d}}, {{a, c}, {b}, {d}}, {{a, d}, {b}, {c}},

{{b, c}, {a}, {d}}, {{b, d}, {a}, {c}}, {{c, d}, {a}, {b}}
夨夳天{{a, b}, {c, d}}, {{a, c}, {b, d}}, {{a, d}, {b, c}}
夨头天{{a, b, c}, {d}}, {{a, b, d}, {c}}, {{a, c, d}, {b}}, {{b, c, d}, {a}}
夨夵天{{a, b, c, d}}

失夰央夳头 设R,S是A上的关系，且

S 夽 {〈a, b〉|夨∃c天夨aRc ∧ cRb天}

证明若R是等价关系，则S是等价关系。
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证 R是等价关系，则R自反、对称且传递。

a ∈ A 夽⇒ 〈a, a〉 ∈ R

⇐⇒ 〈a, a〉 ∈ R ∧ 〈a, a〉 ∈ R

⇐⇒ 〈a, a〉 ∈ S

则S自反。

〈a, b〉 ∈ S ⇐⇒ 夨∃c天夨aRc ∧ cRb天

夽⇒ 夨∃c天夨cRa ∧ bRc天

⇐⇒ 〈b, a〉 ∈ S

则S对称。

〈a, b〉 ∈ S ∧ 〈b, c〉 ∈ S ⇐⇒ 夨∃d天夨aRd ∧ dRb天 ∧ 夨∃e天夨bRe ∧ eRc天

⇐⇒ 夨∃d天夨∃e天夨aRd ∧ dRb ∧ bRe ∧ eRc天

夽⇒ 夨∃d天夨∃e天夨aRd ∧ dRe ∧ eRc天

夽⇒ 夨∃d天夨aRd ∧ dRc天

⇐⇒ 〈a, c〉 ∈ S

则S传递。

综上，S是等价关系。

失夰央夳夵 设Z+是正整数集合，A 夽 Z+ × Z+，A上的关系

R 夽 {〈〈x, y〉, 〈u, v〉〉|xv 夽 yu}

证明R是等价关系。

证

〈x, y〉 ∈ A⇐⇒ xy 夽 xy ⇐⇒ 〈〈x, y〉, 〈x, y〉〉 ∈ R

则R自反。

〈〈x, y〉, 〈u, v〉〉 ∈ R⇐⇒ xy 夽 uv

⇐⇒ 〈〈u, v〉, 〈x, y〉〉 ∈ R

则R对称。

〈〈x, y〉, 〈u, v〉〉 ∈ R ∧ 〈〈u, v〉, 〈z, w〉〉 ∈ R⇐⇒ xy 夽 uv ∧ uv 夽 zw

夽⇒ xy 夽 zw

夽⇒ 〈〈x, y〉, 〈z, w〉〉 ∈ R

则R传递。

综上，R是等价关系。

fcg

fcg



头

失夰央夳夹 对下列集合上的整除关系，画出奈奡女女奥图。

夨失天 {失夬夲夬夳夬头夬夶夬夸夬失夲夬夲头}
夨夲天 {失夬夲夬夳夬头夬夵夬夶夬夷夬夸夬夹}

答 如图失夰夭夳夹所示。

夨失天 夨夲天

图 失夰夭夳夹

失夰央头夰 写出下列奈奡女女奥图（图失夰夭头夰）的集合和集合上的偏序关系。

夨奡天 夨奢天

图 失夰夭头夰

答 夨失天

A 夽 {a, b, c, d, e, f, g}
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R 夽{〈a, a〉, 〈a, b〉, 〈a, c〉, 〈a, d〉, 〈a, e〉, 〈a, f〉, 〈a, g〉,

〈b, b〉, 〈b, d〉, 〈b, e〉, 〈c, c〉, 〈c, f〉, 〈c, g〉,

〈d, d〉, 〈e, e〉, 〈f, f〉, 〈g, g〉}

夨夲天

A 夽 {a, b, c, d, e, f}

R 夽{〈a, a〉, 〈a, b〉, 〈a, c〉, 〈a, d〉, 〈a, e〉, 〈a, f〉,

〈b, b〉, 〈c, c〉, 〈d, d〉, 〈d, f〉, 〈e, e〉, 〈e, f〉, 〈f, f〉}

失夰央头失 画出下列偏序集〈A,R〉的奈奡女女奥图，并写出A的极大元、极小元、最大元、最小元。

夨失天

A 夽 {a, b, c, d, e}, R 夽 {〈a, d〉, 〈a, c〉, 〈a, b〉, 〈a, e〉, 〈b, e〉, 〈c, e〉, 〈d, e〉} ∪ IA

夨夲天

A 夽 {a, b, c, d}, R 夽 {〈c, d〉} ∪ IA

答 奈奡女女奥图如图失夰夭头失所示。

夨失天 极大元：e；极小元：a；最大元：e；最小元：a。

夨夲天 极大元：a, b, d；极小元：a, b, c；无最大、最小元。

夨失天 夨夲天

图 失夰夭头失

失夰央头夲 设Z+ 夽 {x|x ∈ Z ∧ x〉夰}，D是Z+上的整除关系，T 夽 {失, 夲, · · · , 失夰} ⊆ Z+。在偏序集〈Z+, D〉中，
求T的上界、下界、上确界、下确界。

解 T的下界、下确界均为失；T的上界k是T中所有数字的倍数，则k 夽 n奌奃奍{失, 夲, 夳, 头, 夵, 夶, 夷, 夸, 夹, 失夰} 夽

夲夵夲夰n夨n ∈ Z+天，其中奌奃奍表示最小公倍数，T的上确界即夲夵夲夰。

失夰央头夳 设R是A上的偏序关系，B ⊆ A，证明R ∩ 夨B ×B天是B上的偏序关系。
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证 记B ×B 夽 EB是B上的全关系。

r夨R ∩ 夨B ×B天天 �B夽 r夨R天 �B夽 R ∩ 夨B ×B天

则R ∩ 夨B ×B天自反。

a 6夽 b时，

〈a, b〉 ∈ R ∩ 夨B ×B天⇐⇒ 〈a, b〉 ∈ R ∧ 〈a, b〉 ∈ EB

夽⇒ 〈b, a〉 /∈ R

夽⇒ 〈b, a〉 /∈ R ∩ 夨B ×B天

则R ∩ 夨B ×B天反对称。

〈a, b〉, 〈b, c〉 ∈ R ∩ 夨B ×B天 夽⇒ 〈a, b〉 ∈ R ∧ 〈b, c〉 ∈ R

夽⇒ 〈a, c〉 ∈ R

夽⇒ 〈a, c〉 ∈ R ∩ 夨B ×B天

则R ∩ 夨B ×B天传递。

综上，R ∩ 夨B ×B天是B上的偏序关系。

失夰央头夵 给出A 夽 {夰, 失, 夲}上所有的偏序关系的奈奡女女奥图。

解 如图失夰夭头夵所示，共失夹种关系。
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夨奡天 空关系

的奈奡女女奥图

夨奢天 含一条边的奈奡女女奥图

夨奣天 含两条边的奖形奈奡女女奥图

夨奤天 含两条边的夃形奈奡女女奥图

夨奥天 单链形奈奡女女奥图

图 失夰夭头夵
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