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謱謲謮謲 用等势定义证明譛謰, 謱譝 ≈ 譛a, b譝, 謨a, b ∈ R, a < b謩謮

证 f 謺 譛謰, 謱譝→ 譛a, b譝, f謨x謩 謽 a謫 x謨b− a謩是双射函数，从而譛謰, 謱譝 ≈ 譛a, b譝, 謨a, b ∈ R, a < b謩

謱謲謮謴 写出N的三个与N等势的真子集。

答 正自然数集合N+ 謽 N− {謰}
偶自然数集合Neven 謽 {x|謨∃y謩謨y ∈ N ∧ x 謽 謲y謩}
奇自然数集合Nodd 謽 N+ − Neven 謽 {x|謨∃y謩謨y ∈ N ∧ x 謽 謲y 謫 謱謩}

謱謲謮謷 对于任意的基数k, l和无限基数m，如果謲 ≤ k ≤ m且謲 ≤ l ≤ m，证明

謨謱謩 km 謽 謲m

謨謲謩 km 謽 lm

证 謨謱謩

謲m ≤ km ≤ mm ≤ 謲m

∴ km 謽 謲m

謨謲謩 km 謽 謲m，同理lm 謽 謲m，从而

km 謽 lm

謱謲謮謹 证明平面上直角坐标系中的所有整数坐标点的集合使可数集。

证 设所有整数坐标点的集合为A 謽 {謨x, y謩|x ∈ Z ∧ y ∈ Z}

譣譡譲譤譁 謽 譣譡譲譤謨Z× Z謩 謽 ℵ0 · ℵ0 謽 ℵ0

从而A是可数集。
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謱謲謮謱謰 计算下列集合的基数。

謨謱謩 A 謽 {a, b, c}
謨謲謩 B 謽 {x|謨∃n謩謨n ∈ N ∧ x 謽 n2謩}
謨謳謩 D 謽 {x|謨∃n謩謨n ∈ N ∧ x 謽 n5謩}
謨謴謩 B ∩D

謨謵謩 B ∪D

謨謶謩 NN

謨謷謩 RR

解 謨謱謩 譣譡譲譤譁 謽 謳

謨謲謩 f 謺 N→ B, f謨x謩 謽 x2是双射函数，则譣譡譲譤譂 謽 ℵ0
謨謳謩 f 謺 N→ D, f謨x謩 謽 x5是双射函数，则譣譡譲譤譄 謽 ℵ0
謨謴謩 记C 謽 B ∩D，显然謱 謽 謱2 謽 謱5从而謱 ∈ C；同时謱謰謲謴 謽 謳謲2 謽 謴5，则謱謰謲謴 ∈ C。另外易知C是自然

数集N的子集，则譣譡譲譤譃 ≤ ℵ0。
假设C是有限集，可令a是全序集〈N,≤〉上定义的C的最大元。则必有a ≥ 謱謰謲謴。取b 謽 a1謰 謽 謨a2謩5 謽

謨a5謩2 > a，则b ∈ C，这与a是C的最大元相矛盾。从而C不是有限集，譣譡譲譤譃 ≥ ℵ0
综上，譣譡譲譤譃 謽 ℵ0
謨謵謩 ℵ0 ≤ 譣譡譲譤謨譂 ∪譄謩 ≤ ℵ0 謫 ℵ0 謽 ℵ0,∴ 譣譡譲譤謨譂 ∪譄謩 謽 ℵ0
謨謶謩 譣譡譲譤謨NN謩 謽 ℵℵ0

0 謽 謲ℵ0 謽 ℵ1
謨謷謩 譣譡譲譤謨RR謩 謽 ℵℵ1

1 謽 謲ℵ1 謽 ℵ2
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