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清华大学本科生考试试题专用纸  

考试课程  线性代数（期末考）    2025 年 1 月 4 日上午 9:00~11:00 

院系、班级                姓名               学号                 

一、填空题（每空 3 分，共 30 分）  

1. 直线
1 1 3

3 2 2

− + +
= =

−

x y z
与

9 2

6 2 1

− −
= =
− −

x y z
的位置关系是________. （选择题） 

(A) 平行      (B)重合      (C)相交      (D)异面 

2. 设有三个平面 : , 1, 2,3i i i i ia y c z d ix b + = =+ ，它们组成的线性方程组的系数矩阵与增广矩

阵的秩均为 2，则三平面可能的位置关系属于以下哪种情形__________. （选择题） 

(A)      (B)     (C)    (D)  

3. 设𝑨，𝑩是 3阶方阵，满足𝑟(𝑨) = 2，𝑨𝑩 = 𝟎，其中𝑩 = [
1 −1 1
2𝑎 1 − 𝑎 2𝑎
𝑎 −𝑎 𝑎2 − 2

]，则𝑎 =________. 

4. 设向量  1 1 1 1
T

= −u ，  2 0 1 1
T

=u ，  3 1 1 1
T

=u ，则 3u 沿 1 2u u， 所张成平面的

法向量方向投影的长度为__________. 

5. 设 A是 3 阶方阵， 3 3 3det( ) det( 2 ) det( 3 ) 0+ = + = + =A I A I A I ，则 3det( 4 )+ =A I ________. 

6. 设

3 2 1

5 3 1

2 0a

− 
 

= −
 
  

A 在复数域中的特征值只有一个值，则a =_________. 

7. 二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( ) [ ( 62 ) 2 ] (2 )Q x x x x x a x x x x axx x= + + − + + ++ + + + 是正定

的，则参数a 的取值范围是_________. 

8. 
4 中点 ( )1,1, 1, 1A − − ， ( )1, 1,1,1B − ，则以OA，OB 为边的平行四边形面积为_______. 

9. 设 2 ( )M 为实 2 阶方阵构成的空间，T 为 2 ( )M 上线性变换， ( )
a b d c

T
c d b a

   
=   

   
，

, , ,a b c d  ，则线性变换T 的特征值为         . 
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10. 𝜶1, 𝜶2, 𝜶3和𝜷1, 𝜷2, 𝜷3是线性空间𝑉的两组基，过渡矩阵𝑷满足[𝜶1, 𝜶2, 𝜶3]𝑷 = [𝜷1, 𝜷2, 𝜷3]，

𝜑是𝑉上的线性变换，且𝜑在基𝜷1, 𝜷2, 𝜷3下的矩阵为𝑷，则向量𝜑(𝜶1) + 𝜑(𝜶2) + 𝜑(𝜶3)在基

𝜷1, 𝜷2, 𝜷3下的坐标为___________. 

二、解答题（每题 10 分，共 70 分，需写出必要的步骤） 

11. 设

1 0 0

1 0 1

0 1 0

 
 

=
 
  

A ，整数 n≥2，试求 2024.A  

12. 已知二次型 ( ) 2 2

1 2 3 1 3 1 2 1 3 2 3, , 3 3 4 8 4f x x x x x x x x x x x= + + + + ，求正交矩阵Q 和对角矩阵 Λ，使

得变量变换u = Qx 将二次型 ( )1 2 3, ,f x x x 化为标准形 T
u Λu，这里

1

2

3

u

u

u

 
 
 
  

u = ，

1

2

3

x

x

x

 
 
 
  

x = . 

13. 设 A是 3 阶方阵，

9

18

18

 
 

=  
 − 

b ，若 =Ax b有通解： 1 2 1 2

2 2 1

1 0 2 ,

0 1

,

2

k k k k

−     
     

+ +     
     −     

 ，

试求 2025
A . 

14. 设𝜎是𝑛维线性空间V 的线性变换，𝑛 > 1为奇数，若𝜎𝑛−1 ≠ 0，𝜎𝑛 = 0，证明：存在𝜶 ∈ V ，

使得𝜶 + 𝜎(𝜶), 𝜎(𝜶) + 𝜎2(𝜶), ⋯ , 𝜎𝑛−2(𝜶) + 𝜎𝑛−1(𝜶), 𝜎𝑛−1(𝜶) + 𝜶为V 的一组基. 

15. 设 2 ( )M 为实 2阶方阵构成空间， 1 2

2 1 2 3 4

4

1

3

{ ( ) , }0
x x

M x x x
x x

x
 

 = − =+ 
 

= −AV A∣ ，

2V 是由
1 2 3

1 0 0 2 1 2
, ,

1 0 1 1 1 2

     
= = =     
     

B B B 张成的子空间，分别求和空间 1 2V +V 与交空

间 1 2V V 的维数以及 1 2V V 的一组基. （空间  1 2 1 2, ,V +V W |W = A+ B A V B V=   ） 

16. 设

1 0 0

1 0 1

0 0 1

 
 

=
 
  

A ，求 A的奇异值分解 T=A UΣV ，这里U ，V 都是正交矩阵. 

17. 设 n
V = （取标准内积）是一个欧氏空间，𝜶1, 𝜶2, 𝜶3, 𝜶4 ∈ V 满足(𝜶𝑖, 𝜶𝑗) = 𝜶𝑖

T𝜶𝑗 < 0, 

𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4, 𝑖 ≠ 𝑗. 证明：𝜶1, 𝜶2, 𝜶3, 𝜶4中任意三个向量必线性无关. 


