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2012 级微积分（2）期中考题（A）答案 
 

一．填空题（每空 3分，共 15 空）（请将答案直接填写在横线上！） 
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二．计算题（每题 10 分，共 40 分） 

 

1. 讨论函数

2
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sin( ) , 0,
( , )
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x y x y
x yf x y

x y

⎧
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在 (0,0) 点连续性，偏导的存在性以及可

微性。 

解： ( , )f x y 在 (0,0) 点连续； 
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当 ( , ) (0,0)x yΔ Δ → 时极限不存在， ( , )f x y 在 (0,0)点不可微。 

2. 设
(2) ( )Cϕ∈ ，函数 ( , )z z x y= 由 ( )x y z x y zϕ+ − = + + 给出，求
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  ………………………………6 分 

 

3. 求函数 2 2( , )f x y x xy y x y= − + − − 在闭单位圆盘 122 ≤+ yx 上的最大值和最小值。 

解：              2 1 0f x y
x
∂

= − − =
∂

 

2 1 0f y x
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驻点为 (1,1) 在闭单位圆盘 122 ≤+ yx 外，舍去。………………………………………3 分 

条件极值问题
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                 2 2 2 2( 1)L x xy y x y x yλ= − + − − + + −    ……………………2 分 

驻点为
2 2( , )

2 2
，

2 2( , )
2 2

− − ， (0, 1)− ， ( 1,0)− 。        ……………………2 分 

因为 2 2( , )f x y x xy y x y= − + − − 在闭单位圆盘 122 ≤+ yx 上连续，有最大值、最小值。 

………………………………………2分 

计算得 (0, 1) ( 1,0) 2f f− = − = 为最大值，
2 2 1( , ) 2

2 2 2
f = − 为最小值。…………1 分 

4.  设 cab ,0>> 为任意实数，计算广义积分
0
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因为广义积分 ∫
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0
coscxdxe ux

关于 ],[ bau∈ 一致收敛,   ………………………………2分 
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上述两个积分之所以能交换,是因为广义积分 ∫
+∞ −

0
coscxdxe ux

关于 ],[ bau∈ 一致收敛. 

 

 

三．证明题 

1.（6 分）设
0 0

lim ( ) , lim ( ) 0
y y x x

y a xϕ ψ
→ →

= = ，且 ( , ) ( ) ( )f x y y xϕ ψ− ≤ ，
2( , )x y ∈ ，证明

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y a

→
= 。 

证明：因为
0 0

lim ( ) , lim ( ) 0
y y x x

y a xϕ ψ
→ →

= = ， 

所以          0 00, 0, , : , , ( ) , ( )x y x x y y y a xε δ δ δ ϕ ε ψ ε∀ > ∃ > ∀ − < − < − < <  

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y a f x y y y a x y aϕ ϕ ψ ϕ− ≤ − + − ≤ + −       ……………4分 

故 0ε∀ > ，取δ 如上， 0 0, : , , ( , )
2 2

x y x x y y f x y aδ δ ε∀ − < − < − < 。 

即                                     
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y a
→

=                                           …………………2 分 

2.（9 分）设二元函数 ( , )f x y 在全平面
2
上二次连续可微并，

2( , ) 0, ( , )f x y x y> ∈ ，

且满足： ( , ) ( , ) ( , ) ( , )xy x yf x y f x y f x y f x y′′ ′ ′≡ ，
2( , )x y ∈ 。 

证明：（I） 0x

y

f
f

⎛ ⎞
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     （II） 2( , ) ( ) ( ), ( , )f x y x y x yϕ ψ= ∈ ，其中 ,ϕ ψ 为 上二次连续可微的一元函数。 

证明：（I）由假设条件可知 02 ≡
−

=⎟⎟
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f

ffff
f
f yxxy

y

x 。            …………………3 分 

于是函数
f
f x 与变量 y 无关。即 )(x

f
f x ξ= 。由于 ),( yxf 是 2C 函数，故 )(xξ 是 1C 函数。

而式 )(x
f
f x ξ= 又可写作 )()(ln xf x ξ= 。这又表明函数 )()(),(ln ydxxyxf ηξ += ∫ ，其

中函数 )(yη 是 2C 函数的 

（因为 ∫−= dxxyxfy )(),(ln)( ξη ）。于是 )()(),( yhxgyxf = ，其中
∫=

dxx
exg

)(
)(

ξ

，

)()( yeyh η= 。易见它们都是 2C 的。证毕。                       …………………6 分 


