
微积分（ 2）  

                   
 
 
一.  填空题（每个空 3分，共 9 题 10 空）（请将答案直接填写在横线上！） 

1. 函数 沿任意射线 的极限

            ； 

当 时， 是否为无穷小？            （填“是”或“否”）。 

答案： ，不是（ ） 

2. 设函数 连续可微， ，则                      。 

答案：  

3. 设 ， ，则 Jacobi 矩阵的行列式             。 

答案：  

4. 已知映射 有逆映射  ，当 时， ，

则偏导数           。 

答案： 。 

5. 记函数 在 处的梯度方向为 ，则             。 
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答案： 。 

6. 设可微函数 满足 且 ，则            。 

答案： 。 

7. 曲线 在 处的切线方程为                   。 

答案： 。 

8. 曲面 在 点的切平面方程为                        。 

答案： 。 

9. 设 ，则                      。 

答案： 。 

 

二. 解答题（共 8题）（请写出详细的计算过程和必要的根据！） 

10. (8 分) 设 ，其中 ，求 。 

解：      ，                                  ……3分 

，     ……3分 

所以 。                                       ……2分 
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11. (10 分) 设函数  回答以下问题，并说

明理由。 

（Ⅰ）函数 在点 处是否连续？ 

（Ⅱ）函数 在点 处是否存在偏导数？若存在，求 ； 

（Ⅲ）函数 在点 处是否可微？若可微，求在点 处的全微分； 

（Ⅳ）函数 的偏导函数 在点 处是否连续？  

解：（Ⅰ）因为 ，所以 ，因此 在点 处

连续。                                                      ……2分 

（Ⅱ） ， 

      ， 

所以函数 在 点存在偏导数。                             ……2分 

（Ⅲ） , 

而 ， 

所以函数 在 点可微。                                 ……3分 

（Ⅳ） ， 

      ， 

2 2

1sin , ( , ) (0,0),
( , )

0, ( , ) (0,0).

xy x y
f x y x y

x y

ì ¹ï= +í
ï =î

( , )f x y (0,0)

( , )f x y (0,0) (0,0), (0,0)f f
x y
¶ ¶
¶ ¶

( , )f x y (0,0) (0,0)

( , )f x y ( , ), ( , )f fx y x y
x y
¶ ¶
¶ ¶

(0,0)

( , ) | |f x y xy£
( , ) (0,0)
lim ( , ) 0 (0,0)

x y
f x y f

®
= = f (0,0)

0

( ,0) (0,0)(0,0) lim 0
x

f f x f
x x®

¶ -
= =

¶

0

(0, ) (0,0)(0,0) lim 0
y

f f y f
y y®

¶ -
= =

¶

( , )f x y (0,0)

2 2

2 2 2 2

1sin( , ) (0,0) (0,0) (0,0)f f xyf x y f x y
x y x y

x y x y

é ù¶ ¶
- - +ê ú¶ ¶ +ë û =

+ +

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2( , ) (0,0)

1 1sin sin
1 lim 0
2 x y

xy xy
x y x yxy x y

x y x y x y®

+ +
£ £ + =

+ + +
，

( , )f x y (0,0)
2

32 2 2 2
2 2 2

1 1sin cos , ( , ) (0,0),
( , ) ( )

0, ( , ) (0,0)

x yy x yf x y x yx y x yx
x y

ì
- ¹ï¶ + += í +¶ ï

=î
2

32 2 2 2
2 2 2

1 1sin cos , ( , ) (0,0),
( , ) ( )

0, ( , ) (0,0)

xyx x yf x y x yx y x yy
x y

ì
- ¹ï¶ + += í +¶ ï

=î



沿 ， 不存在，所以函数 的偏

导函数 在点 处不连续；同理函数 的偏导函数 在点

处不连续。                                             ……3分 

 

12. (13 分)求 在区域 上的最大值和最小值。 

解：连续函数 在有界闭集 上存在最大值和最小值。 

……2分 

（1）在 内， 

         

解得驻点 。                                                ……2分 

但它不在 内。                             ……1分 

（2）在边界上，构造 ，                     ……2分 

         

解得条件极值的驻点 ，          ……4分 

相应的值为 。 

所以求 在区域 上的最大值和最小值分别为 

。                                          ……2分 
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13. (20 分) 设 。 

(Ⅰ) 求 的所有驻点，并找出其中所有的极值点，并说明极值点的类型； 

(Ⅱ) 求 在这些驻点处的二阶 Taylor 多项式； 

(Ⅲ) 求隐函数形式曲线 在点 处的切线和法线方程； 

(Ⅳ) 证明方程 在 点附近确定了一个隐函数 ，并求

在 处的二阶 Taylor 多项式。 

解：(I) 由 得到 ， 这是 的唯一驻点。 

……2分 

                       ……3分 

而 是正定矩阵，                                         ……2分 

所以 是 的极小值点。                                   ……2分 

(II)  

            

所以 在这些驻点处的二阶 Taylor 多项式为 。 

                                                                ……2分 
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(III) 因为 ，所以切线方程为 ，即 。 

法线方程为 。                                              ……4分 

(IV) 记 ，则 ，所以 在 点附近

确定了一个隐函数 。 

        ， 

所以 ， ，                                     ……4分 

在 处的二阶 Taylor 多项式为 。                ……1分 

 

14.（8 分）设 ，证明： 。 

解：因为 

 

关于 一致收敛，                                                ……2分 

所以 

                                        ……2分 

                   ……2分 

所以 。而 ，故 。         ……2分 

 

15. (6 分) 设 是非空有界闭区域， 是 上的连续函数。证明：至多只有

一个函数 在 上连续，在 的内部 为 类，且满足 
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证明：假设上述边值问题存在两个不同的 解 和 。则在 上

，并且函数 在有界闭集 上有不为零的最值。不妨假

设该最值为正，则该最值为最大值，且最大值点 ，于是它是 

的极大值点。                                    ……3分 

在 处 的 Hesse 矩阵半负定，而其对角线上元素的和为

，但这与 Hesse 矩阵半负定矛盾。 

所以上述边值问题至多只有一个 解。                         ……3分 

 

16. (5 分 ) 设 是 的 有 界 闭 子 集 ， 函 数 连 续 ， 记

。证明 连续。 

证明： 证法一： 

假设 在 处不连续，则存在 使得 ，但 不成立。 

存在 使得 。通过取子列，不妨设 。 

于是 ，从而 收敛且 。 

设 。则对任意 ，存在 使得当 且 时， 

，从而当 足够大时， ， 

于是 ，因此 。从而 。 

这与假设矛盾。所以 是连续函数。                            ……5分 

证法二：固定 ，令 ，则 为有界闭集。 

由于 连续，因此 在 上一致连续。从而 使得 

，当 时，均有 。特别地， 

，均有 ，即 
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        。 

    对 取下确界，可得 ，即 在 点连续。所以

连续。 

 

注：本题做的学生不会多，请各位老师酌情给小分。 
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