
 

清华大学本科生考试试题专用纸  

 考试课程         2010 级多元微积分期末考题（A） 
系名                  班级               姓名                学号              

 

一． 填空题（每空 3分，共 15空）（请将答案直接填写在横线上！） 
 

1. 


1

0 /1
0 )1(

lim
y

y xy

dx
                     。 

2. 交换累次积分次序  
y

y

y

dxyxfdydxyxfdy ),(),(
1

2

1

2

1
2

1

4

1                       。 

 

3. 设 D 平面上以原点为圆心的闭单位圆盘，则二重积分 
D

dxdyyxy )sin( 44
         。 

 

4. 由六个平面 13  zyx ， 13  zyx ， 13  zyx 的所围立体体积         

 

V                      。 

 

5. 设曲线 L 的参数方程为 tx sin1 ， ty cos1 ， 20  t ，则第一类曲线积分 




L

dl
yx

y
22

2

)1()1(
                     。 

 

6. 
L

xdyydx                   ，其中
L 为曲线 12  xy 从 )1,0( A 到 )0,1(B 。 

 

7. 积分 
S

dSzxyzxy )1(                ，其中 S 为锥面
22 yxz  被柱面  

222  yx 所截得的有限部分。 

 

8. 柱面 122  yx 介于曲面
21 xz  与平面 0z 之间的面积为                      。 

 

9. 设
S 为圆柱面 }20,1|),,{( 22  zyxzyx 的外侧，则第二类曲面积分 

 






S

yx dzdyzydydxe )(                                   。 

10. ),,(),,( xyzzxyzxyzyxzyxV 


，则 Vdiv


                 。 

 

11. )sin(),,( zyxzyxf  ，则 gradf                 ， )(gradfrot           。 

12. 方程组 

d

d

d
2 3

d

x
x y

t

y
x y

t


 


   


的通解为                                              。 
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13. 设 zdzdyxyxdxxyydu sin)cos()cos(  ，则 ),,( zyxu                       。 

 

14. 设
xexy 22 为三阶常系数线性齐次常微分方程的一个解，则该微分方程的通解为 

 

                                                 。 

 

 

二． 计算题 

 

1. （8分）设 L为椭圆 1
94

22


yx

，其周长为a，计算  
L

dlyx 2)123( 。 

 

2. （10分） 求积分 






S zyx

dydxzdzxdy

2

1

222

2

)(

)1(
， 

S 为下半球面
221 yxz   

的下侧。 

 

3. （10分）计算积分 


 dxdydzzyx 222
，  2222 1),,( yxzyxzyx  。 

 

4. （12分）设 )(xf 二阶可导， 0)1(,0)1(  ff ，并设在右半平面（ 0x ），第二类曲线

积分   









)(

)(

2

2
sin)()(2

9B

AL
dyyxfxydxxf

x
与路径无关，求 )(xf 。 

 

 

 

三． 证明题 

 

1. （7分）设 f 为连续函数，证明：    
1

0

2
1

0 0 0
)()1(

2

1
)( dzzfzdzzfdydx

x y

。 

 

2. （8 分） 设
2RD  为单连通有界闭区域，其边界 D 逐段光滑，逆时针为正方向，n 为

边 界 的 外 法 向 量 ， 二 阶 连 续 可 微 函 数 ),( yxu 为 D 内 的 调 和 函 数 ， 即

Dyx
y

u

x

u










),(,0

2

2

2

2

， 0r 为D 内任意一点，r 为 0r 到 D 上点的向量， rr 。

证明： 

（1） 



















D

dl
u

r
r

uu
n

nr
r ln

,cos

2

1
)( 0


； 

（2）如果 RL 为以 0r 为圆心，R 为半径的圆，则 

RL

dlyxu
R

u ),(
2

1
)( 0


r 。 
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清华大学本科生考试试题专用纸  

                微积分Ⅲ期终考试 A 卷             2006年 1  月 8 日 

一、填空题（每空题 3分，共 39分） 

1．曲面 122  zyx 在点 )1,1,1(  的切平面方程是     

2．设 f 为连续可微函数， 2)1( f .令 )(),,( 2 yzxfzyxg  ，则  )1,1,1(g 。 

3．设 S 为球面 4222  zyx 上的不与坐标轴相交的一片，则 S 上的点 ),,( zyx 的外侧单位

法向量是   ；如果 S 的面积等于 A ，则 










S z

yx

y

xz

x

zy dddddd
. 

4．常微分方程 052  yyy 的通解为 

5．设常微分方程 xyxyxy 2sinsincos  有三个线性无关解 )(1 xy ， )(2 xy 和 )(3 xy ．则

微分方程 0sincos  yxyxy 的通解是 

6．假设函数 )(ty 满足方程 tyyy cos1 ．则 
 t

ty

t

)(
lim  。 

7．设空间光滑曲面 S 的方程为 ),( yxfz  ， 222  yx ，上侧为正．其中函数 ),( yxf 有连续

的偏导数．则 S yxyx dd)( 22
。 

8．设 }1|),,{( 2222 yxzyxzyx  ，则三重积分  zyxzyxf ddd),,( 可以化成

球坐标系下的累次积分 

9．D 是由曲线 xy ln 、直线 ex ，以及 x轴围成的平面区域，则 D yxx dd ． 

10．锥面 22 yxz  含在柱面 4)2008()2007( 22  yx 内部的面积等于。 

11．设 L 为曲线 )0(222  yxyx ，则  lx
L

d2 。 

二、解答题 

12．(８分)是锥面
222 zyx  与平面 2z 围成的空间区域．计算 

               .ddd)32(   zyxzyx  

13．（１０分）设 S 是抛物 10,)(
2

1 22  zyxz ．在 S 任意点一点 ),,( zyx 的质量密度为



221 yx  ．求 S 的质心．  

1４．(10 分)如图， L 是有向光滑曲线，起点为原点O，终点为 )2,2(A ．已知 L 与线段OA围

成的区域D 的面积等于 A ． )(tf 有连续导数．计算曲线积分 

yxyxyy x

L

x d)4e2(d)2e( 2   

 15 ．  (8 分 ) 设 L 为 平 面 :S 1 zyx 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 的 边 界 ， 方 向 是

)0,0,1()1,0,0()0,1,0()0,0,1( ACBA  ．空间有一个力场 

kxjziyzyxF


62),,(  ． 

求单位质点P 在 L 上某点出发，绕 L 运动一周时，F

对于质点所做的功．  

16．(10 分)设 )(xf 在 ),(  上有二阶连续导数且 .1)0(')0(  ff  又设对于空间
3R 中的任

意一张光滑的闭合曲面 S ，都有 0dd2dd)(dd)( S
x yxzexzxyfzyxf ，求 )(xf ． 

17． (12分)   

① 设 是任意一个正数， L 是圆周 
222  yx (逆时针方向).计算积分 

 



L yx

yxyxyx
22

d)(d)(
  

② 如果将 L 换成不经过原点但环绕原点的光滑、简单的闭合曲线(逆时针方向)．计算上述积分. 

③ 向量场
22

)()(

yx

jyxiyx




在右半平面 0x 有没有势函数？简述理由. 

④ 设 L 为从 )0,2(A 到 )4,4(B 的有向线段，计算    

   



L yx

yxyxyx
22

d)(d)(
． 

18．(６分) 设是圆域: 122  yx . ),( yxf 在上有连续偏导数, 且处处满足方程  

0
),(),(











y

yxf
y

x

yxf
x ． 

求证 ),( yxf 在恒等于常数．如果是不包含原点的圆域，举例说明上述结论未必正确. 

 



 

微积分 A（2）期末考题（A） 
 

 

一． 填空题（每空 3 分，共 15 空）（请将答案直接填写在横线上！） 
 

1．交换累次积分次序
2

2

0 1 1 1

1 1 0 1
( , ) ( , )

y y

y y
dy f x y dx dy f x y dx

− −

− − − − −
+ =∫ ∫ ∫ ∫                  。 

 

2．设曲线 L 的参数方程为 tx sin1−= ， ty cos21−= ， π20 ≤≤ t ，则第一类曲线积分 
 

=+−∫
L

dlxx 222                                           。 

 

3．设 S 为单位球面
2 2 2 1x y z+ + = ，则

2( 1)
S

x dS+∫∫ =                    。 

 

4． ( , , ) ( , , )V x y z x y z xy yz zx xyz= + + + + ，则divV =                   。 

 

5．
zyxezyxf ++=),,( ，则grad f =                 ， rot(grad )f =                  。

 

6. 设 函 数
2( ) 2f x x x= + + 在 区 间 )2,0[ 上 的 Fourier 展 开 为

0

1
( ) [ cos( ) sin( )]

2 n n
n

aS x a n x b n xπ π
+∞

=

= + +∑ ，则 =)0(S           。 

 

7．三重积分 ∫∫∫
≤++

=
1

10110099

222 zyx

dxdydzzyx                  。 

 

8．级数∑
+∞

= +1 )!1(
2

n

n

n
的和为                   。 

 

9．函数
x−1

1
在 0 2x = 点的 Taylor 级数为                                           。

 

10. 第二类曲线积分 2 2 0
L

x dy ydx
x y

λ

+

−
=

+∫ 对上半平面的任意光滑闭曲线 L都成立，则常数 

 

λ =                   。 
 
11. S +

为球面
2 2 2 1x y z+ + = 的外侧，则第二类曲面积分 

cos
S

xdy dz ydz dx dx dy
+

∧ + ∧ + ∧ =∫∫                                。 
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12. 函数
0

sin( )
x tf x dt

t
= ∫ 在 0 0x = 点的幂级数展开为                                。

 

13. 设幂级数
1

( )n

n

x a
n

∞

=

−∑ 在 3x = 处收敛,且当 3x < 时发散,则a =              。 

 

14. 设 { }2 ( , ) 0 1,     1 D x y x x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ,则 D的形心横坐标 x =             。 

 

二． 计算题（每题 10 分，共 40 分） 
 

1. 设
+S 为锥面 )10(22 ≤≤+= zyxz 的下侧，求 ∫∫

+

∧−+∧+
S

dxdzzydzdyyx )2()( 。 

 

2． 求两个球体
2 2 2 1x y z+ + ≤ 、

2 2 2( 2) 4x y z+ + − ≤ 相交部分的体积。 
 

3．设
2 2( ) sin ( )f x x= ， 

（I）求 ( )f x 在 0 0x = 点的幂级数展开； 

（II）求
( ) (0), 1,2,3,nf n = 。 

 

4. 设
1

( ) ( 0)nx

n
f x ne x

+∞
−

=

= >∑ ，求
ln3

ln 2
( )f x dx∫ 。 

 
 
三． 证明题 

 

 
1．（8 分）（I） 2π 为周期的函数 ( )f x 在[ , ]π π− 上的定义为 ( ) cosf x xα= （α 不是整数），

将其展成 Fourier 级数（提示： [ ]1cos cos cos( ) cos( )
2

x y x y x y= + + − ）；

（II）利用（I）证明： 2 2 2
1

1 2cot , , 0, 1, 2,
n

xx x k k
x x n

π
π

+∞

=

= + ≠ = ± ±
−∑ 。 

 

2． （7 分）设函数
(1) 2( , ), ( , ) ( )P x y Q x y C∈ ，在以任意点 0 0( , )x y 为中心，任意正数 r 为

半径的上半圆周Γ上的第二类曲线积分

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy
Γ

+ =∫ 。求证：在
2
上有

( , ) 0, ( , ) 0QP x y x y
x

∂
≡ ≡

∂
。 

    （提示：用 Green 公式） 
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2006 级多元微积分期末考题（A）  

2007.6.28 

一、填空题（每空 3 分，共 15 空） 

1．设
0

ln(1 )
( )

x xy
F x dy

y


  ，则 ( )F x  ____________ 

2．设函数 ( , )f x y 在
2 上连续，交换累次积分顺序 

 
2

22

1

( , )
y

y

dy f x y dx




  ______________________ 

3．设函数 ( , )f x y 在
2 上连续，将直角坐标系下的累次积分化为极坐标系下的累次积分： 

2 232

0 0 0
2

( , ) ( , )

R
x R R x

R

dx f x y dy dx f x y dy


    =______________________ 

4．锥面
2 2z x y  被柱面

2 2( 2007) ( 2008) 4x y    所截的面积等于_____________ 

5．
2 2

L

xdy ydx

x y




 _________________,其中
2 2

2 2
: 1

x y
L

a b
   ，逆时针为正 

6．已知 S 为球面
2 2 2 2x y z a   ，则

2

S

x dS  ____________________ 

7．设 L 为曲线
2 2 2 ( 0)x y x y   ，则 2

L

xdl  ____________________ 

8．设 S 为球面
2 2 2 4x y z   外侧的一部分，不与坐标面相交，则 S 上的点 ( , , )x y z 的外

测单位法向量是____________________;如果 S 的面积等于 A，则

s

dy dz dz dx dx dy

x y z

  
   _________________________________ 

9．如果平面向量场
2

2 2 2 2
2

( ) ( )
x x

x y i x y j
y y

    为半平面 0y  的保守场，那么  _____ 

10．设 ( , , ) sin( )yzA x y z xyi e j zx k   ，则 ( , , )divA x y z  ________________ 

11．设常微分方程 (cos ) (sin ) sin 2y x y x y x    有三个线性无关解 1 2 3( ), ( ), ( )y x y x y x ，

则常微分方程 (cos ) (sin ) 0y x y x y    的通解是___________________________ 



12．一阶常微分方程组

2

4

dx
x y

dt
dy

x y
dt

  

   


的通解为______________________ 

13．全微分方程 ( 2 ) (2 ) 0x y dx x y dy    的通解为____________________ 

14．设是由锥面
2 2z x y  与平面 z h 所围的闭区域，这里 0h  ，则三重积分 

zdxdydz


 _________________________ 

二、计算题（每题 10 分，共 40 分） 

1．计算二重积分
2

D

x y dxdy ，其中  ( , ) | 0 1,0 1D x y x y     。 

2．已知
0

2

ln
0

1

x
dx

x




 ，求

0

2 2

2

ln( )

1

x a
dx

x

 
 的值 (0 1)a  。 

（不必讨论广义含参积分的一致收敛性） 

3．计算第二类曲面积分 (2 )
S

y z dz dx zdx dy


    ，其中 S


为有向曲面

2 2 , (0 1)z x y z    ，法向量与 z 轴正向夹角为锐角。 

4．设二阶连续可微函数 ( )f x 满足 (1) 2, (1) 1f f    ，若对于右半平面 ( , ) | 0x y x  内

任意简单光滑曲线 L 恒有
22 ( ) ( ) 0,

L

yf x dx x f x dy  求 ( )f x  

三、证明题 

1．（8 分）考虑二阶线性方程
2

2
8 7 ( )

d x dx
x f t

dt dt
   ，其中 ( ) ( , )f t C   且满足

lim ( ) 0
t

f t


 。 

（i）求该方程的通解（可用常数变易法）；（ii）证明该方程的每个解 ( )x t 满足 lim ( ) 0
t

x t


 。 

2.（7 分）设函数
2 2( , ) ( )f x y C  ，且满足

2 2( ) 2( , ) ( , ) , ( , )x y
xx yyf x y f x y e x y       

证明：（i）
2

(1 ),
n

r

ry
dl e 




 

 其中为圆周：
2 2 2x y r  ，逆时针为正向，n 为 r 的

外法向量， 0r  ； 

（ii）
2 2 1

( , ) ( , )
2x y

x y

xf x y f x y dxdy
e



 

      



 

考试课程             多元微积分期末考题 
 

系名                  班级               姓名                学号              

一．填空题（每空 3分，共 15 空）（请将答案直接填写在横线上！） 

1. 设 0>> ab ，积分 =
−

∫
∞+ −−

dx
x

ee bxax

0
                     。 

 
2. 设函数 ),( yxf 在

2ℜ 上连续，交换累次积分的顺序 

=∫∫
−

−−

y

y
dxyxfdy

1

1

1

0
),(                                                      。 

 

3. 设 { }xyxyxD 2),( 222 ≤+ℜ∈= ，则 ( ) =++∫∫
D

dxdyyxy 22                 。 

4. 设 Ω 是 锥 面
2 2z x y= + 和 球 面

2 2 2 2x y z R+ + = 所 围 成 的 区 域 ， 积 分

 

=++∫∫∫
Ω

dxdydzzyx )( 222                         。 

5. 圆柱面 xyx 222 =+ 被曲面
22 yxz += 及平面 0=z 所截部分的面积为              。

 
6. 设 )2,0,1(),0,0,1( πBA 为曲线 tztytxL === ,sin,cos: 上两点，则第二类曲线积分

 

=+∫
)(

)(

B

AL
xdzydx                    。 

7. 设 第 二 类 曲 线 积 分 ∫ +
−++

L

yyk dyyexdxex )()1( 2222
与 积 分 路 径 无 关 ， 则

=k                   。 
 

8. 微分方程 0)2( =−+ dyyxedxe yy  的通解为                                   。
 

9. 设 S 为球面
2222 azyx =++ ，则 ∫∫ =

++
++

S

dS
zyx
zyx

222                           。 

 

10. 设 S 为
3R 中的闭圆域： 122 ≤+ yx ， 0=z ，规定 S 的正法向量向下，则第二类曲面 

 
积分 =∧+∫∫

+S

dydxyx )( 22                           。 

11. 曲面 S 是中心在原点，半径为 a 的球面，正方向为外法向量方向，则第二类曲面积分

=∧+∧+∧∫∫
+S

dyzdxdxydzdzxdy                     。 

12. 设 kjiA )(),,( xyzexzyx y ++= ，则 =),,(rot zyxA                             。 
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13. 三阶常系数齐次线性常微分方程有两个解为
xx exe −, ，则该常微分方程的通解为

 

                                               。 

14. 一阶常微分方程组 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 的通解为                                      。

15. 微分方程 0222 =−′+′′ yyxyx 的通解为                                         。
 

二．计算题（每题 10 分，共 40 分） 

1. 设Ω是由曲面
22 yxz += 和

222 yxz −−= 包围的空间区域，求 ∫∫∫
Ω

+ dxdydzyx )( 22
。

 
2. 计算积分 ∫

+

−+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()( ，其中
+L 是柱面

2 2 2x y R+ = 与平面

1x z
a b

+ = 的交线 ( 0, 0)a b> > ，其正向从 Oz 轴向下看为逆时针方向。 

 

3. 设
+S 为椭球面 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

，内侧为正，求 ∫∫
+

⋅
++S

d
zyx

zyx S
2
3

222 )(

),,(
。 

 
4. 假设函数 )(),( xx ψϕ 连续可导，且满足 1)0(,2)0( =−= ψϕ ，对平面上任意一条分段光滑

的曲线 L , 第二类曲线积分 
dyyxxyyxdxyyxI

L
))(22)(())()((2 22 ϕψψϕ −+++= ∫  

与路径无关，求 )(),( xx ψϕ 。 
 

三．证明题 

1. （7 分）设 )(xf 在闭区间 ]1,0[ 上连续，证明
21

0

11

0
)()()(2 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫∫∫ dxxfdyyfdxxf

x
。 

 
2. （8 分）设Ω为

3ℜ 中的有界闭区域，其边界面 Ω∂ 为光滑闭曲面，函数 ( , , ), ( , , )u x y z v x y z
在Ω上二阶连续可微， 

(I)证明： 

dxdydz
z
v

z
u

y
v

y
u

x
v

x
udxdydz

z
u

y
u

x
uvdS

n
uv ∫∫∫∫∫∫∫∫

ΩΩΩ∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

2

2

2

r  

    其中nr为 Ω∂ 的外法线方向； 

(II) 若 ( , , )u x y z 为调和函数，即
2 2 2

2 2 2 0u u u
x y z
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

＋ ， Ω∈∀ ),,( zyx ，且 0),,( =
Ω∂

zyxu ，

即函数u 在边界面 Ω∂ 上取值为 0，证明： Ω∈∀≡ ),,(,0),,( zyxzyxu 。 
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