
2021 级微积分 A2 期末考试

mathsdream 整理版

2022.06.14

说明

题目解析见后。

点击链接可查看更多数学基础课程的近年考题：

https://github.com/mathsdream/THU-math-source。

一、填空题（每题 3 分，共 45 分）

1. 函数 f(x) = x2 在区域 Ω = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 52} 中的积分平均值∫∫∫
Ω
x2dxdydz∫∫∫
Ω
dxdydz

= .

2. 曲线 L : |x|+ |y| =
√
2 的线密度为 µ(x, y) = 3 + x2 − y2 则曲线 L 的质量为 。

3. 积分
∫ π

0

dy

∫ π

y

sinx

x
dx = 。

4. 设 λ > 0，设 L+
λ 为单位圆周 x2 + y2 = λ2，逆时针为正向，则

1

πλ2

∮
L+

λ

(sinx+ y + ey)dx+ (3x+ xey)dy = �

5. L+ 是单位球面 x2 + y2 + z2 = 1 上的一条 C1 曲线，以 S(0, 0,−1) 为起点，以 N(0, 0, 1) 为

终点，则

∫
L+

(y2 + z2)dx+ 2(z2 + x2)dy + 3(x2 + y2)dz = 。

6. 三重积分
∫∫∫

x2+y2+z2≤1

√
|x|+ y2 − cos z + 1 sin(xy2z3)dxdydz = 。

7.
∞∑

n=0

anx
n在 x = −4处条件收敛，记

∞∑
n=0

a2nx
n的收敛半径为 R，则 R的最小值是 。

8. 设幂级数 y =
∞∑

n=0

anx
n 的和函数是微分方程的初值问题


xy′′ = y

y(0) = 0

y′(0) = 1

的解，则
1

a3
=

。

9. 设 f(x, y) = ln(x2 + y2)，x2 + y2 ̸= 0，则 div(gradf)(1, 1) = 。

1

https://github.com/mathsdream/THU-math-source


2

10. 设 R3 中曲面 Σ :


x = r cos θ,

y = r sin θ,

z = θ,

(0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π)，取 Σ 朝上一侧为正向，则

1

π

∫∫
Σ

2ydy ∧ dz − 2xdz ∧ dx+ dx ∧ dy = 。

11. 设有向曲线 L+ : x = t, y = t2, z = t4, 0 ≤ t ≤ 1 参数增加方向与曲线正向一致，则∫
L+

9ydx− 3xdy + 4zdz =

12. 设 R3 中曲面 Σ : x2 + y2 − 2z = 0(0 ≤ z ≤ 8)，则

∫∫
Σ

1

π
√
x2 + y2 + 1

dS = 。

13. 已知曲线积分
∫
L

(2x2+axy)dx+(x2+3y2)dy 与积分路径无关 (只与曲线的起点和终点有关)，

则实数 a = 。

14. 设 L : x = 2t, y = t, z = 2− 2t, 0 ≤ t ≤ 1，则

∫
L

(xy + 2y + z)dl = 。

15. 设 F⃗ (x, y, z) = (yz, zx, x2)，则 div(rotF⃗ (x, y, z)) = 。

二、选择题（每题 3 分，共 30 分）

1. 函数项级数
∞∑

n=1

(−1)n

n2 + x2
在 (−∞,+∞) 上 。

A. 绝对收敛，且一致收敛

B. 绝对收敛，但不一致收敛

C. 条件收敛，且一致收敛

D. 条件收敛，但不一致收敛

2. 已知 2π 周期函数 f(x) 在区间 (−π, π] 上满足 f(x) =


1, 0 < x < π,

0, x = 0, π

−1, −π < x < 0.

，利用 f(x) 的

Fourier 级数，可得级数

1 +
1

3
− 1

5
− 1

7
+

1

9
+

1

11
− 1

13
− 1

15
+ · · ·

的和为 。

A. π

4
√
3

B. π

2
√
3

C. π

4
√
2

D. π

2
√
2
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3. 幂级数
∞∑

n=1

(−1)nxn

(1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n
)n
的收敛域为 。

A. {0}

B. (−∞,+∞)

C. (−1, 1)

D. (−1, 1]

4. 设 a 为常数，则级数
∞∑

n=1

(
sin(na)

n2
+

(−1)n

n

)
。

A. 绝对收敛

B. 条件收敛

C. 发散

D. 收敛性与 a 的取值有关

5. 设 D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}，记

I1 =

∫∫
D

(cos
√
x2 + y2 + 100(x+ y))dxdy,

I2 =

∫∫
D

(cos(x2 + y2) + 10(x+ y))dxdy,

I3 =

∫∫
D

(cos((x2 + y2)2) + x+ y)dxdy.

以下结论正确的是 。

A. I1 < I2 < I3

B. I2 < I1 < I3

C. I3 < I2 < I1

D. I3 < I1 < I2

6. 空间曲线 L+ 为柱面 |x|+ |y| = 1 与平面 x+ y + z = 0 的交线，它围绕 z 轴的正方向逆时针

旋转，则

∮
L+

(z − y)dx+ (x− z)dy + (y − x)dz = 。

A. 6

B. 4
√
3

C. 12

D. 12
√
3

7. 积分
∫∫

x2+y2≤1

(1 + xy)dxdy = 。

A. π

2

B. π

C. 3π

2

D. 2π



4

8. 记
∞∑

n=2

xn

n(n− 1)
的和函数为 S(x)，则 S′

(
1

2

)
= 。

A. ln 2− ln 3

B. ln 3− ln 2

C. − ln 2

D. ln 2

9. 积分
∫ 2

0

dy

∫ √
4−y2

0

(x2 + y2)dx = 。

A. 2π

B. 4π

C. 6π

D. 8π

10. 设 Ω 为单位球体 x2 + y2 + z2 ≤ 1，则流速场 F⃗ (x, y, z) = (x+ yz, y+ zx, z + xy) 在单位时间

内流出 Ω 的流量

∫∫
∂Ω

F⃗ · n⃗dS = 。

A. π

B. 2π

C. 4π

D. 0

三、解答题（共 25 分）

1. (10 分) 设 D = {(x, y)|x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ x+ y ≤ 2}，计算二重积分∫∫
D

e
y−x
y+x dxdy.

2. (10 分) 计算曲面积分：

I =

∫∫
S+

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy√
(x2 + y2 + z2)3

,

其中 S+ 为曲面 1− z

7
=

(x− 2)2

25
+

(y − 1)2

16
(z ≥ 0) 的上侧。

3. (5 分) 已知正项级数
∞∑

n=1

an 收敛，数列 {bn}n≥1 由以下等式确定：

bn = ln(ean − an), ∀n ≥ 1.

证明：级数
∞∑

n=1

bn
an
收敛。
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解析为个人做本卷时的第一思路，不代表最巧妙的解法，同时不保证完全无误，仅供参考。

一、填空题解析

1. 函数 f(x) = x2 在区域 Ω = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 52} 中的积分平均值∫∫∫
Ω
x2dxdydz∫∫∫
Ω
dxdydz

= 5.

解析：由三重积分的几何意义，分母

∫∫∫
Ω

dxdydz 为半径为 5 的球体积，即
4

3
π53。分子直接

换元算也可以，这里利用对称性，由于区域 Ω 中 x, y, z 的地位完全对称，所以∫∫∫
Ω

x2dxdydz =

∫∫∫
Ω

y2dxdydz =

∫∫∫
Ω

z2dxdydz =
1

3

∫∫∫
Ω

(x2 + y2 + z2)dxdydz.

作球坐标换元，∫∫∫
Ω

(x2 + y2 + z2)dxdydz =

∫ 5

0

∫ π

0

∫ 2π

0

r2 · r2 sinφdθdφdr

= 4π · 54

所以

∫∫∫
Ω

x2dxdydz =
1

3
· 4π · 54，最终积分平均值为

1
3
· 4π · 54
4
3
π53

= 5。

2. 曲线 L : |x|+ |y| =
√
2 的线密度为 µ(x, y) = 3 + x2 − y2 则曲线 L 的质量为 24。

解析：由于 L 中 x 和 y 的地位完全对称，所以

∫
L

x2dl =

∫
L

y2dl，所以曲线 L 的质量为∫
L

(3 + x2 − y2)dl = 3

∫
L

dl，最后的积分即为 L 的长度，为 8，所以质量为 24。

3. 积分
∫ π

0

dy

∫ π

y

sinx

x
dx = 2。

解析：交换积分次序，重积分区域为 {(x, y)|0 ≤ y ≤ x ≤ π}，所以换序后为：∫ π

0

(∫ x

0

sinx

x
dy

)
dx =

∫ π

0

sinxdx = 2.

4. 设 λ > 0，设 L+
λ 为单位圆周 x2 + y2 = λ2，逆时针为正向，则

1

πλ2

∮
L+

λ

(sinx+ y + ey)dx+ (3x+ xey)dy = 2�

解析：由格林公式：∮
L+

λ

(sinx+ y + ey)dx+ (3x+ xey)dy

=

∫∫
x2+y2≤λ2

(
∂

∂x
(3x+ xey)− ∂

∂y
(sinx+ y + ey)

)
dxdy

=

∫∫
x2+y2≤λ2

(3 + ey − 1− ey)dxdy

=2πλ2

所以
1

πλ2

∮
L+

λ

(sinx+ y + ey)dx+ (3x+ xey)dy = 2。
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5. L+ 是单位球面 x2 + y2 + z2 = 1 上的一条 C1 曲线，以 S(0, 0,−1) 为起点，以 N(0, 0, 1) 为

终点，则

∫
L+

(y2 + z2)dx+ 2(z2 + x2)dy + 3(x2 + y2)dz = 4。

解析：本题并没有给出具体的路径，很可能积分与路径无关，但当前的被积函数并不是一个全

微分。注意题目中给出了 L+ 在单位球面上的条件，同时被积函数种存在大量的 x2 + y2 形式

的式子，所以原积分等于：∫
L+

(1− x2)dx+ 2(1− y2)dy + 3(1− z2)dz

这正好是一个全微分式子，其积分与路径无关，所以可以取路径为线段 SN，即 x = 0, y =

0, z : −1 → 1，积分化为： ∫ 1

−1

3(1− z2)dz = 4

注：作为一个填空题，可以考虑直接取个特殊路径算，比如球面上的一个半圆弧。

6. 三重积分
∫∫∫

x2+y2+z2≤1

√
|x|+ y2 − cos z + 1 sin(xy2z3)dxdydz = 0。

解析：被积函数是一个关于 x 的奇函数，而积分区域又关于 x 对称，所以积分是 0。

7.
∞∑

n=0

anx
n 在 x = −4 处条件收敛，记

∞∑
n=0

a2nx
n 的收敛半径为 R，则 R 的最小值是 16。

解析：由于
∞∑

n=0

anx
n在 x = −4处条件收敛，所以其的收敛半径为 4，由幂级数的收敛半径公式，

∞∑
n=0

anx
n 的收敛半径为

1

limn→+∞
n
√
|an|
，所以 lim

n→+∞
n
√
|an| =

1

4
。而 { 2n

√
|a2n|} 是 { n

√
|an|}

的子列，所以 lim
n→+∞

2n
√
|a2n| ≤

1

4
，所以 lim

n→+∞
n
√
|a2n| ≤

1

16
，所以 R =

1

limn→+∞
n
√

|a2n|
≥ 16。

8. 设幂级数 y =
∞∑

n=0

anx
n 的和函数是微分方程的初值问题


xy′′ = y

y(0) = 0

y′(0) = 1

的解，则
1

a3
= 12。

解析：将幂级数代入微分方程，得到：

x
∞∑

n=2

n(n− 1)anx
n−2 =

∞∑
n=0

anx
n

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−1 =

∞∑
n=0

anx
n

∞∑
n=1

(n+ 1)nan+1x
n =

∞∑
n=0

anx
n

比对系数，得到 an+1 =
an

(n+ 1)n
，由初值条件，得到 a0 = 0, a1 = 1，代入递推关系，得到

a2 =
1

2
, a3 =

1

12
，所以

1

a3
= 12。

9. 设 f(x, y) = ln(x2 + y2)，x2 + y2 ̸= 0，则 div(gradf)(1, 1) = 0。
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解析：直接计算

gradf(x, y) =
(

2x

x2 + y2
,

2y

x2 + y2

)
,

div(gradf)(x, y) = ∂

∂x

(
2x

x2 + y2

)
+

∂

∂y

(
2y

x2 + y2

)
= 0

所以 div(gradf)(1, 1) = 0。

10. 设 R3 中曲面 Σ :


x = r cos θ,

y = r sin θ,

z = θ,

(0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π)，取 Σ 朝上一侧为正向，则

1

π

∫∫
Σ

2ydy ∧ dz − 2xdz ∧ dx+ dx ∧ dy = 3。

解析：

(dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy) = (
D(y, z)

D(r, θ)
,
D(z, x)

D(r, θ)
,
D(x, y)

D(r, θ)
)dr ∧ dθ

= (sin θ,− cos θ, r)dr ∧ dθ

取 Σ 朝上一侧为正向，则 Σ 法向量的 z 分量为正，而 r ≥ 0，所以 (sin θ,− cos θ, r) 与法向
量同向，取正，所以： ∫∫

Σ

2ydy ∧ dz − 2xdz ∧ dx+ dx ∧ dy

=

∫∫
Σ

(2r sin θ sin θ + 2r cos θ cos θ + r)dr ∧ dθ

=

∫∫
0≤r≤1,0≤θ≤2π

3rdrdθ

=3π

11. 设有向曲线 L+ : x = t, y = t2, z = t4, 0 ≤ t ≤ 1 参数增加方向与曲线正向一致，则∫
L+

9ydx− 3xdy + 4zdz = 3

解析： ∫
L+

9ydx− 3xdy + 4zdz

=

∫ 1

0

(9t2 · 1− 3t · 2t+ 4t4 · 4t3)dt

=

∫ 1

0

(3t2 + 16t7)dt

=3

12. 设 R3 中曲面 Σ : x2 + y2 − 2z = 0(0 ≤ z ≤ 8)，则

∫∫
Σ

1

π
√
x2 + y2 + 1

dS = 16。

解析：由曲面 Σ的方程，得到 z =
x2 + y2

2
，所以 dS =

√
1 + (

∂z

∂x
)2 + (

∂z

∂y
)2dxdy =

√
1 + x2 + y2dxdy，
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所以 ∫∫
Σ

1

π
√
x2 + y2 + 1

dS

=

∫∫
x2+y2≤16

1

π
√
x2 + y2 + 1

√
1 + x2 + y2dxdy

=

∫∫
x2+y2≤16

1

π
dxdy

=16

13. 已知曲线积分
∫
L

(2x2+axy)dx+(x2+3y2)dy 与积分路径无关 (只与曲线的起点和终点有关)，

则实数 a = 2。

解析：积分与路径无关，所以
∂

∂y
(2x2 + axy) =

∂

∂x
(x2 + 3y2)，解出 a = 2。

14. 设 L : x = 2t, y = t, z = 2− 2t, 0 ≤ t ≤ 1，则

∫
L

(xy + 2y + z)dl = 8。

解析：计算 dl =

√
(
dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2 + (

dz

dt
)2dt = 3dt，所以∫

L

(xy + 2y + z)dl

=

∫ 1

0

((2t · t) + 2t+ (2− 2t)) · 3dt

=

∫ 1

0

(6t2 + 6)dt

=8

15. 设 F⃗ (x, y, z) = (yz, zx, x2)，则 div(rotF⃗ (x, y, z)) = 0。

解析：直接计算：

rotF⃗ = (−x, y − 2x, 0),

div(rotF⃗ ) = 0

注：事实上有结论，对 C2 的向量场 F⃗，恒有 div(rotF⃗ ) = 0。

二、选择题（每题 3 分，共 30 分）

1. 函数项级数
∞∑

n=1

(−1)n

n2 + x2
在 (−∞,+∞) 上 A。

A. 绝对收敛，且一致收敛

B. 绝对收敛，但不一致收敛

C. 条件收敛，且一致收敛

D. 条件收敛，但不一致收敛

解析：对任意 x，

∣∣∣∣ (−1)n

n2 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
，且

∞∑
n=1

1

n2
收敛，所以函数项级数

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + x2
绝对收敛且

在 (−∞,+∞) 上一致收敛，选 A。
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2. 已知 2π 周期函数 f(x) 在区间 (−π, π] 上满足 f(x) =


1, 0 < x < π,

0, x = 0, π

−1, −π < x < 0.

，利用 f(x) 的

Fourier 级数，可得级数

1 +
1

3
− 1

5
− 1

7
+

1

9
+

1

11
− 1

13
− 1

15
+ · · ·

的和为 D。

A. π

4
√
3

B. π

2
√
3

C. π

4
√
2

D. π

2
√
2

解析：f(x) 为奇函数，因此只计算正弦项的 Fourier 系数，

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx)dx =
2

nπ
(1− (−1)n)

所以 f(x) 的 Fourier 级数为 f(x) ∼ 4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
，令 x =

π

4
，由 f(x) 在 x =

π

4
处连

续，所以 f(
π

4
) 等于 Fourier 级数在 x =

π

4
处的和，所以

f
(π
4

)
=

4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)π
4

2n− 1

1 =
2
√
2

π
(1 +

1

3
− 1

5
− 1

7
+

1

9
+

1

11
− · · · )

所以题目所求级数和为
π

2
√
2
，选 D。

3. 幂级数
∞∑

n=1

(−1)nxn

(1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n
)n
的收敛域为 B。

A. {0}

B. (−∞,+∞)

C. (−1, 1)

D. (−1, 1]

解析：

lim
n→+∞

n

√∣∣∣∣ (−1)n

(1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n
)n

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

1

1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n

= 0

所以收敛半径为 +∞，收敛域为 (−∞,+∞)，选 B。

4. 设 a 为常数，则级数

∞∑
n=1

(
sin(na)

n2
+

(−1)n

n

)
B。

A. 绝对收敛
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B. 条件收敛

C. 发散

D. 收敛性与 a 的取值有关

解析：
| sin(na)|

n2
≤ 1

n2
，所以

∞∑
n=1

sin(na)
n2

绝对收敛。
∞∑

n=1

(−1)n

n
条件收敛，所以级数

∞∑
n=1

(
sin(na)

n2
+

(−1)n

n

)
条件收敛，选 B。

5. 设 D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}，记

I1 =

∫∫
D

(cos
√
x2 + y2 + 100(x+ y))dxdy,

I2 =

∫∫
D

(cos(x2 + y2) + 10(x+ y))dxdy,

I3 =

∫∫
D

(cos((x2 + y2)2) + x+ y)dxdy.

以下结论正确的是 A。

A. I1 < I2 < I3

B. I2 < I1 < I3

C. I3 < I2 < I1

D. I3 < I1 < I2

解析：区域关于原点对称，所以 x + y 在 D 上的积分为 0，所以 I1、I2、I3 的大小关系由∫∫
D

cos
√

x2 + y2dxdy、

∫∫
D

cos(x2+ y2)dxdy、

∫∫
D

cos((x2+ y2)2)dxdy 的大小关系决定。由

于 cosx 在 [0, 1] 上是单调递减的，而在 D 上有
√
x2 + y2 ≥ x2 + y2 ≥ (x2 + y2)2，所以

cos
√
x2 + y2 ≤ cos(x2 + y2) ≤ cos((x2 + y2)2)，所以 I1 < I2 < I3，选 A。

6. 空间曲线 L+ 为柱面 |x|+ |y| = 1 与平面 x+ y + z = 0 的交线，它围绕 z 轴的正方向逆时针

旋转，则

∮
L+

(z − y)dx+ (x− z)dy + (y − x)dz = 12。

A. 6

B. 4
√
3

C. 12

D. 12
√
3

解析：由 Stokes 公式，记 Σ+�{(x, y, z)|x+ y + z = 0, |x|+ |y| ≤ 1}，取 Σ+ 朝上的侧为正向，

则 ∮
L+

(z − y)dx+ (x− z)dy + (y − x)dz

=

∫∫
Σ+

2dy ∧ dz + 2dz ∧ dx+ 2dx ∧ dy

=

∫∫
|x|+|y|≤1

6dxdy

=12

7. 积分
∫∫

x2+y2≤1

(1 + xy)dxdy = B。
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A. π

2
B. π

C. 3π

2
D. 2π

解析：由于区域关于原点对称，所以

∫∫
x2+y2≤1

xydxdy = 0，所以

∫∫
x2+y2≤1

(1 + xy)dxdy =∫∫
x2+y2≤1

1dxdy = π，选 B。

8. 记
∞∑

n=2

xn

n(n− 1)
的和函数为 S(x)，则 S′

(
1

2

)
= D。

A. ln 2− ln 3

B. ln 3− ln 2

C. − ln 2

D. ln 2

解析： S′(x) =

∞∑
n=2

xn−1

n− 1
=

∞∑
n=1

xn

n
= − ln(1 − x)，所以 S′

(
1

2

)
= − ln

(
1− 1

2

)
= ln 2，选

D。

9. 积分
∫ 2

0

dy

∫ √
4−y2

0

(x2 + y2)dx = A。

A. 2π

B. 4π

C. 6π

D. 8π

解析：对应重积分积分区域为 {(x, y)|x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0}，考虑作极坐标换元：

原式 =

∫ π
2

0

∫ 2

0

r2 · rdrdθ = 2π

选 A。

10. 设 Ω 为单位球体 x2 + y2 + z2 ≤ 1，则流速场 F⃗ (x, y, z) = (x+ yz, y+ zx, z + xy) 在单位时间

内流出 Ω 的流量

∫∫
∂Ω

F⃗ · n⃗dS = C。

A. π

B. 2π

C. 4π

D. 0

解析：由 Gauss 公式， ∫∫
∂Ω

F⃗ · n⃗dS

=

∫∫∫
Ω

divF⃗ dV

=

∫∫∫
Ω

3dV

=4π



12

选 C。

三、解答题（共 25 分）

1. (10 分) 设 D = {(x, y)|x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ x+ y ≤ 2}，计算二重积分∫∫
D

e
y−x
y+x dxdy.

解析：这题的被积函数让我们考虑去做换元 u = y − x, v = y + x。反解得到 x =
v − u

2
, y =

v + u

2
，将其代入积分区域的约束条件中，得到 (v − u)/2 ≥ 0, (v + u)/2 ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 2，即

{(u, v)| − v ≤ u ≤ v, 0 ≤ v ≤ 2}。

计算雅可比行列式，得到 dxdy =
1

2
dudv，所以原积分化为∫∫

D

e
y−x
y+x dxdy

=

∫ 2

0

∫ v

−v

e
u
v · 1

2
dudv

=e− e−1

2. (10 分) 计算曲面积分：

I =

∫∫
S+

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy√
(x2 + y2 + z2)3

,

其中 S+ 为曲面 1− z

7
=

(x− 2)2

25
+

(y − 1)2

16
(z ≥ 0) 的上侧。

思路：被积函数性质良好，其散度为 0，直接考虑使用 Gauss 公式。但当前的曲面并不是一个
封闭曲面，所以我们可以考虑将其与平面 z = 0围成一个封闭曲面，而这样做又会使得 (0, 0, 0)

在曲面上，导致被积函数在该点没有定义，不合法。所以我们选择在其附近绕一下。

解析：记 S+
ε : x2 + y2 + z2 = ε2(z ≥ 0)，取下侧为正向，Σ+

ε : z = 0(
(x− 2)2

25
+

(y − 1)2

16
≤

1, x2 + y2 ≥ ε2)，取下侧为正向。则 S+ ∪ S+
ε ∪Σ+

ε 为一个封闭曲面，则由 Gauss 公式，记其
包含的区域为 Ωε，则∫∫

S+∪S+
ε ∪Σ+

ε

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy√
(x2 + y2 + z2)3

=

∫∫∫
Ωε

div
(

x√
(x2 + y2 + z2)3

,
y√

(x2 + y2 + z2)3
,

z√
(x2 + y2 + z2)3

)
dV

=

∫∫∫
Ωε

0dV

=0
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而 ∫∫
Σ+

ε

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy√
(x2 + y2 + z2)3

= 0∫∫
S+
ε

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy√
(x2 + y2 + z2)3

=

∫∫
Sε

( x

ε3
,
y

ε3
,
z

ε3

)
· n⃗dS

=

∫∫
Sε

( x

ε3
,
y

ε3
,
z

ε3

)
· 1
ε
(−x,−y,−z)dS

=

∫∫
Sε

−1

ε2
dS

=− 2π

所以 I + 0− 2π = 0，所以 I = 2π。

注：有几种被积函数非常适合使用 Green 公式和 Gauss 公式，需要在平时练习中积累。

3. (5 分) 已知正项级数
∞∑

n=1

an 收敛，数列 {bn}n≥1 由以下等式确定：

bn = ln(ean − an), ∀n ≥ 1.

证明：级数
∞∑

n=1

bn
an
收敛。

解析：显然
bn
an

≥ 0，是正项级数，考虑比较判敛法，目前已知的正项收敛级数也就只有
∞∑

n=1

an

了，所以对它们作比较：

lim
n→+∞

bn
an

an
= lim

n→+∞

ln(ean − an)

a2n

= lim
x→0

ln(ex − x)

x2

=
1

2

由比较判敛法的极限形式，级数
∞∑

n=1

bn
an
收敛。


