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说明

题目解析见后。

点击链接可查看更多数学基础课程的近年考题：

https://github.com/mathsdream/THU-math-source。

一、填空题（每个空 3 分，共 30 分）

1. 函数 f(x, y) = x3 + y3 − 3xy 的极小值为 .

2. 已知 f(x) =

ˆ x

0

ext
2 sin(xt)dt, 则 f ′(0) = .

3. 已知旋轮线 L 的参数方程为 x = t − sin t, y = 1 − cos t, t ∈ [0, 2π]. 则 L 的弧长为

.

4. 判断级数
∞∑

n=1

(−1)n
n!

nn
的敛散性（绝对收敛、条件收敛、发散） .

5. 设 L+是以 (0, 0, 0)为起点以 (1, 2, 3)为终点的空间光滑有向曲线,则第二类曲线积分
ˆ
L+

yzdx+

xzdy + xydz = .

6. 设曲面 Σ : x2 + y2 + z2 = 1, 则曲面积分
¨

Σ

(x2 + z)dS = .

7. 幂级数
∞∑

n=1

(n+ 1)3

3n
(x− 3)n 的收敛域为 .

8. 累次积分
ˆ 1

0

dx

ˆ 1

x

ey
2

dy = .

9. 已知 x2n−1 =
a

2n− 1
, x2n =

−b

2n
, n ≥ 1. 数项级数

∞∑
n=1

xn =
a

1
− b

2
+

a

3
− b

4
+

a

5
− b

6
+ · · · 收

敛的充要条件是 .

10. 设 bn =
2

π

ˆ π

0

x sin(nx)dx, n ≥ 1. 则
∞∑

n=1

b2n = .

1

https://github.com/mathsdream/THU-math-source
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二、解答题

11. 证明方程 z3 − xz2 − yz2 = 1 在点 (x0, y0, z0) = (0, 0, 1) 的某小邻域中确定了任意阶可导的隐

函数 z = z(x, y), 并求 ∂2z

∂y∂x
(0, 0).

12. 已知 Ω 是由 x2 + y2 = 1, z = 0 与 x+ z = 1 所围成的有界闭区域, Σ+ 为 Ω 的边界曲面, 外侧
为正. 试计算曲面积分 I =

‹
Σ+

2xzdy ∧ dz + xz cos ydz ∧ dx+ 3yz sinxdx ∧ dy.

13. 计算 I =

˛
L+

(y2 − z2)dx+ (2z2 − x2)dy + (3x2 − y2)dz, 其中 L+ 是平面 x+ y + z = 2 与柱

面 |x|+ |y| = 1 的交线, 从 Oz 轴的正向朝下看去, 逆时针方向为正.

14. 已知幂级数
∞∑

n=0

anx
n 在 |x| < 1 时的和函数为

x2

(1− x)3
.

(1) 求 an (n ≥ 0).

(2) 求
∞∑

n=0

n(n− 1)

3n
.

15. 设 f(x) 为 2π 周期函数, 在 [−π, π) 上 f(x) =

−1, −π ≤ x < 0,

1, 0 ≤ x < π.

(1) 求 f(x) 的 Fourier 级数;

(2) 求 f(x) 的 Fourier 级数在 [−π, π] 上的和函数;

(3) 求级数
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
的和.

16. 已知 f(x) 在 R 上连续可微, 设 L+ 为上半平面 (y > 0) 中分段光滑的有向曲线, 其起点为
(a, b), 终点为 (c, d). 记 I =

ˆ
L+

1

y
(1 + y2f(xy))dx+

x

y2
(y2f(xy)− 1)dy.

(1) 证明第二类曲线积分 I 与路径无关.

(2) 当 ab = cd 时, 求 I 的值.

17. 已知 f 是 D = {(x, y) ∈ R2 | 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x ≥ 0, y ≥ 0} 上的连续函数, 且满足方程

f(x, y) = sin(π
√

x2 + y2) +
1

π

¨
D

xf(x, y)

x+ y
dxdy, (x, y) ∈ D. 试求 f(x, y).

三、附加题（本题完全正确才有分，且分数不计入总分，仅用于评判

A+）

18. 设 0 < x1 < π, 数列 {xn} 由递推关系 xn+1 = sinxn (n > 0) 定义. 对参数 p > 0, 讨论级数
∞∑

n=1

xp
n 的敛散性.
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解析为个人做本卷时的第一思路，不代表最巧妙的解法，同时不保证完全无误，仅供参考。

一、填空题解析

1. 函数 f(x, y) = x3 + y3 − 3xy 的极小值为 −1.

解析：先求驻点，令
∂f

∂x
= 3x2 − 3y = 0，

∂f

∂y
= 3y2 − 3x = 0，解得驻点为 (0, 0), (1, 1). 再计

算 Hessian 矩阵，可得 (0, 0) 为鞍点，(1, 1) 为极小值点，极小值为 f(1, 1) = −1.

2. 已知 f(x) =

ˆ x

0

ext
2 sin(xt)dt, 则 f ′(0) = 0.

解析：f ′(x) = exx
2 sin(xx)+

ˆ x

0

∂

∂x
(ext

2 sin(xt))dt，得到 f ′(0) = 0+

ˆ 0

0

∂

∂x
(ext

2 sin(xt))
∣∣
x=0

dt =

0.

3. 已知旋轮线 L 的参数方程为 x = t− sin t, y = 1− cos t, t ∈ [0, 2π]. 则 L 的弧长为 8.

解析：弧长：

s =

ˆ
L

dl

=

ˆ 2π

0

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt

=

ˆ 2π

0

√
(1− cos t)2 + sin2 tdt

= 8.

4. 判断级数
∞∑

n=1

(−1)n
n!

nn
的敛散性（绝对收敛、条件收敛、发散）绝对收敛.

解析：先判断是否绝对收敛，即考虑级数
∞∑

n=1

n!

nn
，使用比值检验，得到 lim

n→∞

(n+ 1)!/(n+ 1)n+1

n!/nn
=

lim
n→∞

(n+ 1)nn

(n+ 1)n+1
= lim

n→∞

(
n

n+ 1

)n

= e−1 < 1，因此级数绝对收敛。

5. 设 L+是以 (0, 0, 0)为起点以 (1, 2, 3)为终点的空间光滑有向曲线,则第二类曲线积分
ˆ
L+

yzdx+

xzdy + xydz = 6 .

解析：题目给起点和终点，推测是全微分，经验证确实是，原函数 F (x, y, z) = xyz，因此积

分值为 F (1, 2, 3)− F (0, 0, 0) = 6.

6. 设曲面 Σ : x2 + y2 + z2 = 1, 则曲面积分
¨

Σ

(x2 + z)dS =
4π

3
.

解析：由于曲面关于 z 对称，且 z 是一个奇函数，所以

¨
Σ

zdS = 0。又因为曲面中 x, y, z 地位

完全相同，所以

¨
Σ

x2dS =

¨
Σ

y2dS =

¨
Σ

z2dS，所以

¨
Σ

x2dS =
1

3

¨
Σ

(x2 + y2 + z2)dS =

1

3

¨
Σ

1dS =
4π

3
，因此

¨
Σ

(x2 + z)dS =
4π

3
.

7. 幂级数
∞∑

n=1

(n+ 1)3

3n
(x− 3)n 的收敛域为 (0, 6).
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解析：先求收敛半径，R = lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(n+ 1)3/3n

(n+ 2)3/3n+1
= 3，所以收敛区间是 (0, 6)，

再判断端点，x = 0 时级数为
∞∑

n=1

(n+ 1)3

3n
(−3)n =

∞∑
n=1

−(n + 1)3 发散，x = 6 时级数为

∞∑
n=1

(n+ 1)3

3n
(3)n =

∞∑
n=1

(n+ 1)3 发散，所以收敛域为 (0, 6).

8. 累次积分
ˆ 1

0

dx

ˆ 1

x

ey
2

dy =
e− 1

2
.

解析：对应二重积分积分区域为 {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1}，交换积分次序，得到ˆ 1

0

ˆ y

0

ey
2

dxdy =
e− 1

2
.

9. 已知 x2n−1 =
a

2n− 1
, x2n =

−b

2n
, n ≥ 1. 数项级数

∞∑
n=1

xn =
a

1
− b

2
+

a

3
− b

4
+

a

5
− b

6
+ · · · 收

敛的充要条件是 a = b.

解析：组合相邻两项，记 yn = x2n−1 + x2n =
a

2n− 1
− b

2n
=

2(a− b)n+ b

4n2 − 2n
，易得当 n 充分

大时，yn 符号恒定，可以当作正项级数处理。令 n → ∞，当 a ̸= b 时，yn ∼ a− b

2n
，级数发

散；当 a = b 时，yn ∼ b

4n2
，级数收敛。因此级数

∞∑
n=1

yn 收敛的充要条件是 a = b.

作为一个填空题，其实到这里就可以了。但有仔细看书的同学会知道，对于一般级数来说，其

的组合级数收敛只是原级数收敛的必要条件，所以还得再补充说明 a = b 时，原级数

∞∑
n=1

xn

也收敛。此时 xn = (−1)n−1 a

n
，由莱布尼茨交错级数判别法，可得级数

∞∑
n=1

xn 收敛。

注 1: 事实上可以证明，如果级数
∞∑

n=1

xn 的通项 xn → 0，则
∞∑

n=1

(x2n−1 + x2n) 的收敛性和

∞∑
n=1

xn 的收敛性是相同的。考虑二者的部分和序列 Tn 和 Sn，显然 Tn = S2n，所以若 Tn 收

敛到 S，则 S2n → S，又因为 xn → 0，所以 S2n+1 = S2n + x2n+1 → S，因此 Sn → S。

注 2: 熟悉结论
k∑

n=1

1

n
∼ ln k + γ 的同学，也可以用这个做。

10. 设 bn =
2

π

ˆ π

0

x sin(nx)dx, n ≥ 1. 则
∞∑

n=1

b2n =
2π2

3
.

解析：设周期为 2π 的函数 f(x)，其在 [−π, π) 上定义为 f(x) = x，则 f(x) 的 Fourier 级数

即为
∞∑

n=1

bn sin(nx)，由 Parseval 恒等式可得
∞∑

n=1

b2n =
1

π

ˆ π

−π

f2(x)dx =
2π2

3
.
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二、解答题

11. 证明方程 z3 − xz2 − yz2 = 1 在点 (x0, y0, z0) = (0, 0, 1) 的某小邻域中确定了任意阶可导的隐

函数 z = z(x, y), 并求 ∂2z

∂y∂x
(0, 0).

解析：设 F (x, y, z) = z3 − xz2 − yz2 − 1，则 F (0, 0, 1) = 0，且
∂F

∂z
(0, 0, 1) = 3z2 − 2xz −

2yz
∣∣
(0,0,1)

= 3 ̸= 0，以及 F 任意阶可导，由隐函数定理可知，在点 (0, 0) 的某小邻域中，方程

F (x, y, z) = 0 确定了一个任意阶可导的隐函数 z = z(x, y)。

方程两边同时对 x 和对 y 求导：

3z2
∂z

∂x
− z2 − 2xz

∂z

∂x
− 2yz

∂z

∂x
= 0,

3z2
∂z

∂y
− z2 − 2xz

∂z

∂y
− 2yz

∂z

∂y
= 0.

代入 (0, 0)，解得
∂z

∂x
(0, 0) =

1

3
，

∂z

∂y
(0, 0) =

1

3
。方程两边同时对 x 求导后再对 y 求导：(

6z
∂z

∂y

∂z

∂x
+ 3z2

∂2z

∂y∂x

)
−2z

∂z

∂y
−2x

(
∂z

∂y

∂z

∂x
+ z

∂2z

∂y∂x

)
−2

(
z
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y

∂z

∂x
+ yz

∂2z

∂y∂x

)
= 0

代入 (0, 0) 和两个一阶偏导的值，解得
∂2z

∂y∂x
(0, 0) =

2

9
.

12. 已知 Ω 是由 x2 + y2 = 1, z = 0 与 x+ z = 1 所围成的有界闭区域, Σ+ 为 Ω 的边界曲面, 外侧
为正. 试计算曲面积分 I =

‹
Σ+

2xzdy ∧ dz + xz cos ydz ∧ dx+ 3yz sinxdx ∧ dy.

解析：由高斯公式：

I =

˚
Ω

(
∂

∂x
(2xz) +

∂

∂y
(xz cos y) + ∂

∂z
(3yz sinx)

)
dV =

˚
Ω

(2z − xz sin y + 3y sinx)dV.

其中 Ω = {(x, y, z) | x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0, z ≤ 1− x}。

Ω 关于 y 对称，而 −xz sin y+3y sinx 是 y 的奇函数，所以

˚
Ω

(−xz sin y+3y sinx)dV = 0，

因此 I =

˚
Ω

2zdV，做柱坐标换元：

I =

ˆ 2π

0

ˆ 1

0

ˆ 1−r cos θ

0

2zdzrdrdθ

=
5π

4
.

13. 计算 I =

˛
L+

(y2 − z2)dx+ (2z2 − x2)dy + (3x2 − y2)dz, 其中 L+ 是平面 x+ y + z = 2 与柱

面 |x|+ |y| = 1 的交线, 从 Oz 轴的正向朝下看去, 逆时针方向为正.

解析：由斯托克斯公式：

I =

¨
S+

(−2y − 4z)dy ∧ dz + (−2z − 6x)dz ∧ dx+ (−2x− 2y)dx ∧ dy

=

¨
S+

−(−2y − 4z)
∂z

∂x
− (−2z − 6x)

∂z

∂y
+ (−2x− 2y) dx ∧ dy

=

¨
S+

−8x− 4y − 6z dx ∧ dy

=

¨
|x|+|y|≤1

−2x+ 2y − 12dxdy

= −24
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其中 S+ 是平面 x+ y + z = 2 (|x|+ |y| ≤ 1)，取上侧为正。

14. 已知幂级数
∞∑

n=0

anx
n 在 |x| < 1 时的和函数为

x2

(1− x)3
.

(1) 求 an (n ≥ 0).

(2) 求
∞∑

n=0

n(n− 1)

3n
.

解析：

(1) 此题即求 1

(1− x)3
在 x = 0 处的幂级数展开。利用 (1 + x)α 的展开，可以得到：

1

(1− x)3
= (1 + (−x))−3 =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)

2
xn

（也可以通过对
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn求导两次得到）。因此
x2

(1− x)3
=

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)

2
xn+2 =

∞∑
n=2

n(n− 1)

2
xn，所以 a0 = a1 = 0，an =

n(n− 1)

2
对于 n ≥ 2。

(2) 要求的级数恰好为 2
∞∑

n=0

an

(
1

3

)n

= 2S

(
1

3

)
=

3

4

15. 设 f(x) 为 2π 周期函数, 在 [−π, π) 上 f(x) =

−1, −π ≤ x < 0,

1, 0 ≤ x < π.

(1) 求 f(x) 的 Fourier 级数;

(2) 求 f(x) 的 Fourier 级数在 [−π, π] 上的和函数;

(3) 求级数
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
的和.

解析：

(1) f(x) 为奇函数，故 an = 0,

bn =
2

π

ˆ π

0

sin(nx)dx =
2

nπ
(1− (−1)n) =

 4
nπ

, n为奇数,

0, n为偶数.

因此 f(x) 的 Fourier 级数为
∞∑

n=1

4

(2n− 1)π
sin((2n− 1)x).

(2) 傅里叶级数的和函数 S(x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
，因此 S(x) =


−1, −π < x < 0,

0, x = −π, 0, π,

1, 0 < x < π.

(3) 令 x =
π

2
，

S
(π
2

)
= 1 =

∞∑
n=1

4

(2n− 1)π
sin((2n− 1)

π

2
) =

4

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1

因此
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
=

π

4
.
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16. 已知 f(x) 在 R 上连续可微, 设 L+ 为上半平面 (y > 0) 中分段光滑的有向曲线, 其起点为
(a, b), 终点为 (c, d). 记 I =

ˆ
L+

1

y
(1 + y2f(xy))dx+

x

y2
(y2f(xy)− 1)dy.

(1) 证明第二类曲线积分 I 与路径无关.

(2) 当 ab = cd 时, 求 I 的值.

解析：

(1) 记 P =
1

y
(1 + y2f(xy))，Q =

x

y2
(y2f(xy) − 1)，则

∂P

∂y
= − 1

y2
+ f(xy) + xyf ′(xy)，

∂Q

∂x
=

1

y2
(y2f(xy)− 1) + x

y2 (y
3f ′(xy))，因此

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
，且积分区域在上半平面是单连

通的，所以 I 与路径无关。

(2) 只需求全微分的原函数，全微分可拆成两个部分 1

y
dx − x

y2
dy 和 yf(xy)dx + xf(xy)dy，

前者的一个原函数是
x

y
，后者的一个原函数是 F (xy)，其中 F 是 f 的原函数。因此

I =

(
x

y
+ F (xy)

) ∣∣∣∣(c,d)
(a,b)

=
c

d
− a

b
。

17. 已知 f 是 D = {(x, y) ∈ R2 | 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x ≥ 0, y ≥ 0} 上的连续函数, 且满足方程

f(x, y) = sin(π
√

x2 + y2) +
1

π

¨
D

xf(x, y)

x+ y
dxdy, (x, y) ∈ D. 试求 f(x, y).

解析：

¨
D

xf(x, y)

x+ y
dxdy 是一个常数，记为 C，则 f(x, y) = sin(π

√
x2 + y2) +

C

π
。接下来计

算 C。

由于区域 D 中 x, y 地位完全相同，而 f(x, y) = f(y, x)，所以

¨
D

x

x+ y
f(x, y)dxdy =¨

D

y

x+ y
f(y, x)dxdy =

¨
D

y

x+ y
f(x, y)dxdy，因此 2C =

¨
D

x+ y

x+ y
f(x, y)dxdy =

¨
D

f(x, y)dxdy，

代入 f(x, y) 的表达式，做极坐标换元：

2C =

¨
D

sin(π
√

x2 + y2)dxdy +
C

π

¨
D

1dxdy

=

ˆ π
2

0

ˆ 3

2

sin(πr)rdrdθ + 5C

4

=
5

2
+

5C

4

解得 C =
10

3
，因此 f(x, y) = sin(π

√
x2 + y2) +

10

3π
.

三、附加题（本题完全正确才有分，且分数不计入总分，仅用于评判

A+）

18. 设 0 < x1 < π, 数列 {xn} 由递推关系 xn+1 = sinxn (n > 0) 定义. 对参数 p > 0, 讨论级数
∞∑

n=1

xp
n 的敛散性.

思路：这题是 2025-VA1-期末的附加题的后续，没想到我当时写的后注真伏笔了，搬过来。首
先可以证明数列 {xn} 极限为 0，由于 sinx ∼ x− x3

6
，所以当 n 很大时，xn+1 ≈ xn −

x3
n

6
，所
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以
1

x2
n+1

≈ 1

x2
n

+
1

3
，所以

1

x2
n

≈ n− 1

3
+C，其中 C 是常数，所以 xn ≈

√
3

n
，下面就是要严

格证明这件事，那用一下 stolz 就好，这种题递推数列用 stolz 的题在微积分 1 也有不少了。

解析：先证明 {xn} 极限为 0，0 < xn+1 = sinxn < xn，所以 {xn} 单调递减且有下界 0，所
以极限存在，设极限为 l，则 l = sin l，所以 l = 0。

下面计算极限

lim
n→∞

nx2
n = lim

n→∞

n
1
x2
n

= lim
n→∞

n− (n− 1)
1
x2
n
− 1

x2
n−1

= lim
n→∞

1
1

sin2 xn−1
− 1

x2
n−1

= lim
x→0

x2 sin2 x

x2 − sin2 x

= 3

所以 xn ∼
√

3

n
, xp

n ∼ 3p/2

np/2
，因此当 p > 2 时，级数

∞∑
n=1

xp
n 收敛；当 p ≤ 2 时，级数

∞∑
n=1

xp
n 发

散。

注：可以证明，对递推关系 xn+1 = xn − axk
n + o(xk

n)，有 xn ∼ k−1

√
1

a(k − 1)n
。


