第一次习题课

内容包括多元函数的极限，连续性，可微性，偏导数，复合映射，隐函数，链法则。


一．累次极限与重极限
例.1 

=

两个二次极限都不存在，但二重极限
例.2 



解：，而二重极限不存在．
例.3 


，证明：，而二重极限不存在。



证明：，故；同理，。







 沿直线趋于点，；沿直线趋于点，，故不存在。

一般结论：
重极限与累次极限没有关系



重极限与累次极限均存在，则有


=



均存在但不等，不存在

二．多元函数的极限与连续，连续函数性质
· 

四则运算的连续性: 如果, 那么对于任意的常数,







       函数；;的点处, 
· 







设函数 都在区域上连续,函数在区域上连续,并且当时有,则复合函数也在区域上连续.
· 多元初等函数在它们的定义区域内部是处处连续的。
· 



有界闭区域上多元连续函数的最大最小值定理 设 是有界闭区域,.则上有界.且存在



,使得, .
· 






有界闭区域上多元连续函数的介值定理 设是有界闭区域(连通的),.则对介于和之间的每个实数,都存在,满足.
· 





推论：零点定理：设是连通域,.若存在两点，, 使得, 则存在, ;




特别是，当为凸集( 即：)时，则存在, .

例.4 求下列极限：


（1）；           （2）．

解：（1）；

   （2）.

例.5 
证明：极限．


证明：，故。

例.6 




若在上连续, 且, 证明 函数在上一定有最小值点。


证明：任取, 设;

;


存在: . 

显然, 。

例.7 

在上连续,且


    (1) 时, 


    (2)  


证明: 存在 使.


证明:有界.    

三．多元函数的全微分与偏导数

例.8 


设其中在点连续, 则




令, .
    (1)指出错误
    (2)写出正确的解法. 

解: 



   因为在（0，0）处连续，即，其中。


   所以，其中

      

      在（0，0）点处可微。

     

例.9 

设定义在矩形区域上的函数。证明:

（1） ;

（2）

证明: (1): 显然.


        : 

            


            与无关.

(2) : 显然.



   : 与无关.

       

例.10 


下列条件成立时能够推出在点可微,且全微分的是（ D ）.


  (A) 在点两个偏导数



  (B)在点的全增量,



  (C)在点的全增量



  (D) 在点的全增量

解题思路 用两个条件判断：(1) ;

(2) (1) 

条件(1)都成立，只有中条件(2)成立,故选D.

例.11 

设,则在点(  B   )
(A) 连续,但偏导数不存在；   (B) 偏导数存在,但不可微；
(C) 可微；                  (D) 偏导数存在且连续.







解题思路 ,在的两个偏导数都等于零.如果,在可微,则,从而; 但它不是的高阶无穷小.

例.12 

设，求.

例.13 

设函数，证明．
例.14 


设函数，求及．
例.15 


若函数有二阶导数，设函数，求．
例.16 



设函数，求，，

（）

四．方向导数与梯度
例.17 


设在点可微，．如果



，求在点的微分．

答案：．
例.18 





设函数有连续的偏导数,且在点的两个偏导数分, .则在点增加最快的方向是(          )




                          
例.19 

若在点处的两个偏导数存在，则（ B   ）



  （）在点连续；       





  （）一元函数和分别在和连续；




  （）在点的微分为 ；   




  （）在点的梯度为.
例.20 

如在点不可微, 则下列命题中一定不成立的是（  C  ）


   (A)在点不连续；



   (B)在点沿任何方向的方向导数不存在；


   (C)在点两个偏导数都存在且连续；


   (D)在点两个偏导数存



五．多元复合函数、隐函数的求导法 
(1) 多元复合函数







设二元函数在点处偏导数连续，二元函数在点处偏导数连续, 并且, 则复合函数  在点处可微，且




多元函数微分形式的不变性：




设，均为连续可微，则将看成的函数，有



计算，代人，



我们将叫做微分形式不变性。

例1 

设，求。

解：

       

       
由微分形式不变性，

     

故    。

例2 

已知 ，求.


解 考虑二元函数, ，应用推论得


   



(2)隐函数    若函数, 由方程确定，求导之函数？



按隐函数定义有恒等式：，




      。


从这是可见：函数可导有一个必要条件是，.

例3 

已知函数由方程是常数，求导函数。


解：方程两边对求导，







一般来说，若函数, 由方程确定，求导之函数？



      将看作是的函数,对于方程





两端分别关于求偏导数得到，并解,可得到公式 :

例4 

设函数由方程组 确定， 求

. 


解 解方程得：


=

由此得到     .

例5 


已知函数由参数方程:,给定，试求.





解  这个问题涉及到复合函数微分法与隐函数微分法. 是自变量,是中间变量(是的函数),    先由  得到










 是由方程的的隐函数，在这两个等式两端分别关于求偏导数，得        ，      

得到           
将这个结果代入前面的式子, 得到



与                     




(3) 隐函数函数由方程确定，求
解： 函数关系分析:  5 (变量)  3 (方程)=2(自变量); 
 一函 (u), 二自( x, y ), 二中( z, t )


,   


, .

二阶偏导数：一阶导函数的偏导数

例6 


由决定，求．


解：，






例7 



设，其中函数于的二阶偏导数连续，求
例8 


设，二阶连续可微，求.


解  记  ; ,


,

则                  ,





因为 都是以为中间变量，以为自变量的函数，所以







将以上两式代入前式得:   .

例9 
设二阶连续可微，并且满足方程





  若令 试确定为何值时能变原方程为 .


 解  将看成自变量，看成中间变量，利用链式法则得










 

=

由此可得,  =


   ==0        



只要选取使得  , 可得  .


问题成为方程有两不同实根，即要求： .


令,,即可。









此时，.    

.

例10 






设, 又,, ,求 ,    

解:                          ,

两边对求导,

                 .         (1)

                          ,

两边对求导,


,         .                 

两再边对求导,

.              (2)

由已知           ,                (3)
(1), (2), (3) 联立可解得:
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