多元微分的应用: 几何与物理应用
极值与条件极值问题


空间曲面
(1)空间曲面的表达式

显函数表示：  

隐函数表示:  

参数表示：

(2)空间曲面的切平面与法线
· 




空间曲面由显函数表示，设 ，空间曲面过切平面方程为 



法线方程为              

法向量为　　　　　　　　   







空间曲面存在切平面的条件：若曲面由显函数表示在点可微, 则曲面在点有不平行轴的切平面.
· 



若曲面由隐函数表示, 曲面过切平面方程为





法线方程为



法向量　　　　　　　

· 

若曲面由参数表示：，其切平面为


或

　　　　　

法线方程为　　　　

法向量　　　　　　　
例1 


求曲面:上切平面与直线平行的切点的轨迹。



解: (1) 直线的方向：. 



切点为处曲面的法向：.



 (2)所求轨迹：,


  轨迹为空间曲线：

例2 

证明球面与锥面正交.

证明 所谓两曲面正交是指它们在交点处的法向量互相垂直.

记


    曲面上任一点处的法向量是


            或者



曲面上任一点处的法向量为.

设点是两曲面的公共点，则在该点有


即在公共点处两曲面的法向量相互垂直，因此两曲面正交.证毕。

例3 

过直线作曲面的在某点的切平面，求该点及其切平面的方程．



解：设切平面过曲面上的点，则切平面的法向量为


。过直线的平面可以表示为



其法向量为 。于是有

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１）


是曲面上的点，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２）

　　　　（３）


联立（１），（２），（３），解得，或，
切平面方程为


，或
例4 


通过曲面上点的切平面（  B   ）




（）通过轴；       （）平行于轴；






（）垂直于轴；     （），，都不对.



解题思路 令.则在其上任一点的法向量为






于是在点的法向量为








因此, 切平面的方程为. 在的法向量垂直于轴，从而切平面平行于轴．但是由于原点不在切平面，故切平面不含轴.
例5 

已知可微，证明曲面上任意一点处的切平面通过一定点，并求此点位置．

证明：设，于是有：


,　

则曲面在处的切平面是：



可以得到：







易见当时上式恒等于零。于是知道曲面上任意一点处的切平面通过一定点，此定点为．
例6 
S由方程确定, 试证明：曲面S上任一点的法线与某定直线相交。

证明: 曲面上任意一点的法线为



设相交的定直线为, 与法线向交:


   不平行于







只要取即可.
例7 

求过直线且与曲面相切的平面的方程.

解：直线L平面F可表示为 ，设曲面为G


则相切处有


解得


因此切平面方程为 或
例8 
在椭球面上求一点，使椭球面在此点的法线与三个坐标轴的正向成等角。




解：椭球面在此点的法线矢量为，设该点为，则有。该点坐标为

空间曲线的切线和法平面　
(1)空间曲面的表达式
· 
空间曲面的参数方程:  

参数方程又可以写作   

· 







空间曲线的交面式：一条空间曲线，可以看作通过它的两个曲面与的交线，若设的方程为，的方程为，则的方程是  

 

(2)空间曲线的切线与法平面
· 
空间曲面的参数方程表示，其切线为　　

切向量为：　　　　　　　　　　

法平面为：　　　　   
· 空间曲线的交面式表达方式，其切线为



切向量为：　　
法平面为：



例9 


求螺线  ；,在点 处的切线与法平面.



解 由于点对应的参数为，所以螺线在处的切向量是 

         

因而所求切线的参数方程为        

法平面方程为     .

例10 

求曲线 ,在点处的切线方程.




解:   取，，则     


所以曲线在处的切向量为 ，  

于是所求的切线方程为   
例11 

设曲线，求曲线上一点，使曲线在该点的切线平行于平面．



解：曲线的切线方向为．曲线在该点的切线平行于平面可知





所求的点为．

多元函数的极值

1． Taylor公式
例1 

函数  在  点的二阶Taylor多项式为                            。

【答案】
例2 

函数在点的一阶带Lagrange余项的Taylor展开式为
                                                                              。

【答案】
例3 

二元函数  在点  处的二阶Taylor多项式为                    。
【答案】


例4 



在点邻域内确定隐函数．求在原点的带Peano余项的二阶Taylor公式．

【解】

    


在原点的带Peano余项的二阶Taylor公式为

二．极值
· 









极值与极值点: 设函数, 若存在点某个邻域, 都有则称是的一个极小值 (minimum)，并称为的一个极小值点. 







类似地：  若都有则称是的一个极大值 (maximum)，并称为的一个极大值点.
· 




极值点的必要条件：设函数在点达到极值，若在该点可微，则有, ,或者.
· 




极值点的充分条件：设在点某邻域内二阶偏导数连续，且是驻点，即，则



（1）正定时，是的极小值点；



（2）负定时，是的极大值点；






（3）不定时，不是的极值点.其中为在处的海森矩阵.

例5 
求函数的所有局部极值.


   解  求偏导数得，解   ,
得到9个驻点：


 
求二阶偏导数得



在上述每个点计算得到下表：


   由极值的充分条件可知，函数在


取局部极小值，其它点均为鞍点（非极值点）.

例6 







函数在有界闭区域上连续，在D内部偏导数存在,在的边界上的值为零，在内部满足，其中是严格单调函数，且，

证明 .





证明：假设不恒为0，不妨设其在区域上某点P处取极大值，则有，这与是严格单调函数矛盾。
例7 
求函数的极值．

解：　　　　　　　　　 





驻点为与曲线上的所有的点．在点，




点是极小值点，极小值为．







设，，是其驻点，且，函数在曲线上取到极大值．
例8 

（隐函数的极值）设由确定，求该函数的极值．

解：　　　　　　　　







三个方程联立，得驻点．

　　在点




且，点是极小值点；

　　在点




且，点是极大值点．

三．条件极值




目标函数，约束条件: ．
例9 



解：引入拉格伦日函数: ,问题变成求函数的无条件极限问题:  ,

求驻点；解方程：
例10 


解：引入拉格伦日函数：

求驻点；解方程；
例11 



今有一空间曲面及一点，在此曲面上找一点到点距离最小。

问题： 

拉格伦日函数：

                       =

 其中，.

求驻点：,  


  或者 ,  
例12 
求原点到曲面的最短距离．

解：拉格伦日函数：



解方程组，．拉格伦日函数的两个驻点为




距离，由实际意义，本问题存在最短距离，故就是最短距离．
例13 



有一空间曲线及一点，在此曲线上找一点到点距离最小．

问题：

拉格伦日函数： 

                           

                       = 

     其中，.

求驻点：.

例14 
在周长为的三角形中求出满足下述要求的三角形：绕自己的一边旋转时所形成的旋转体的体积最大．



解：设三边分别为，不妨绕边长为的边旋转，设该边上的高为，

则有　　　　　　　　

则　　　　　　　
由极值点处偏导数等于0得



解得．
例15 





当都大于时，求在球面上的最大值.并证明对任意正实数，下述不等式成立：．

解：令           




由  , 得，代入球面方程得，，所以

所以.


所以，两边平方得


所以对任意正数有

四．多元函数的最大值、最小值及其简单应用
例16 


求在所围闭区域上的最大值．

解：（１）先求开区域内的最大值．





驻点，在内的驻点为．
（２）三条边界上的驻点








将代入





在边界上的驻点为，经检验，这个点在的边界上．


将代入，


不必考虑．

作拉格伦日函数　　　




驻点在的边界上．





　　现有驻点，加上三个角点．函数在有界闭区域上连续，必有最大值，而且最大值必为上述六个点之一．计算函数在六个点上的值，


最大；


最小．
例17 

求抛物面  与平面  的交线（椭圆）到原点的最长距离和最短距离．


解: 设为抛物面上的一点, 为平面上的一点,


这是条件极值问题, 


求出驻点, 由几何意义可知存在最小值.



解法二: 设为抛物面上的一点, 由几何意义, 当抛物面在点的切平面平行与时, 取得最值.
例18 

求椭圆域上的最大值和最小值。






解法I　由　先求得在区域内的唯一驻点（0,0）；在椭圆上，



求得椭圆域上可能的最值，。



	又，因此在椭圆域上的最大值为3，最小值为－2。







解法2　由　先求得在区域内的唯一驻点（0,0）。，，，，



因此（0,0）不是极值点，故在上的最大值与最小值必在椭圆上取得。



	在椭圆上，		，




问题转化为一元函数的极值问题，且为闭区间上的最大值与最小值问题。记		，，显然最大值为，最小值为。


	所以在椭圆域上的最大值为3，最小值为－2.




解法3　（在区域内同解法2），在椭圆上用拉格朗目乘数法求条件极值问题。	设		，由







求得4个驻点，，和.	又，





，，，因此在上的最大值为3，最小值为－2。

例19 







设在上有二阶连续偏导数，在内满足，且在上， ，证明：当时， 。（提示：可用反证法证明）



证明：反证法：假设存在点满足且。









由条件：在上， 可知，在上的连续函数在区域的最小值点一定发生在区域的内部，因此一定是极小值点，矩阵正定或半正定，这与





矛盾。假设不成立，即当时， 。
例20 
假设有连续的偏导数，在全平面除原点之外处处满足等式

.


求证原点是的唯一极小值点．并且满足．
证明：

①证明原点之外任意点都不是驻点，从而不是极值点．


任意固定，由题目条件推出．于是




在点沿方向的方向导数不等于零．从而不是驻点．
②证明原点是驻点．






对于任意的，考察点．由题目条件推出，进而推出．令，因为偏导数连续，所以由极限保号性推出





由题目条件又可以推出在点满足．进而推出．令，又得到．




由和推出．同样的方法又可以推出．因此原点是驻点．

③证明是极小值．


任取，现在证明．







考察线段．由题目条件又可以推出在上任意一点，沿方向的方向导数大于零．从而沿方向是单调增加的，从而．　
证毕．

④证明．




注意到有连续的偏导数，．所以．

函数增量与微分之差是的高阶无穷小量，
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