第三次习题课资料（广义积分和含参变量积分例题）

1． 广义积分例题

1. 
判断的收敛性.




解: 由，存在，使得当时，，

，直接比较法，收敛.
2. 
判断广义积分的收敛性. 


解: 广义积分有两个奇点和。将积分分为两个部分


，

第一个积分显然收敛，对第二个积分令，

，收敛.
3. 
讨论的收敛性.



解: 



对第一个积分，与等价（），

收敛.


对第二个积分，与进行比阶，



因此，当时第二个积分收敛。

综合上述分析，时积分收敛。
4. 
判断广义积分的收敛性



解: 




 ∽，收敛；




 ∽，收敛。

故收敛。
5. 
判断广义积分的收敛性



解: 





，∽，当时，收敛；





，∽，当时，收敛。



故当，时，收敛。
6. 
判断广义积分的收敛性



解: 





，∽，当时，收敛；





∽，当时，收敛。


故当时收敛。
7. 
计算。

解: 取变换，



.
8. 


设常数,若,则[   ]


解: ，.
9. 
计算 .

解: 



.
10. 
求积分  。


解:  =

=

=.
11. 
广义积分 [      ].     


解:  取变换，则，

.
12. 


已知，求，及

解: 。

。
13. 


解：





，~，发散，故发散。

14. 



解：，，





，~，故时收敛；


时， 绝对收敛，


时， 条件收敛。




总之，时，条件收敛；时，绝对收敛。
15. 



解：，，由Dirichlet判别法可知积分条件收敛。

16. 

证明：若收敛，且存在极限则A=0




证：反证。假设，不妨设。由假设极限可知存在，使得




， 当时。于是广义积分发散，从而广义积分发散。矛盾。证毕。   

17. 



证明：若在上可导，且与都收敛，则

。




证  由收敛知，任给，存在，当时，有


，即



所以，存在，若记，则由上题知

18. 证明广义积分


i) 
当时发散；
ii) 
当时条件收敛；
iii) 
当时绝对收敛。

 证：将被积函数作如下分解  

。



为叙述方便，记 ，，



则 。以下讨论广义积分和的收敛性。



易证，广义积分 当时条件收敛（Dirichlet判别法）；当
时绝对收敛。


考虑讨论广义积分的收敛性。注意广义积分的被积函数是非负的，它收敛等价于它
绝对收敛。我们分两个情形讨论。



情形一：。此时，对于，我们有。

显然广义积分  收敛。由比较判别法可知广义积分


 收敛，从而广义积分的收敛（绝对收敛）。


情形二：。此时，不难广义积分 发散。这是因为

，


而显然广义积分 发散，广义积分收敛。因此广义


积分 发散。综上所述，我们就证明了

i)当时发散；

ii)当时条件收敛；

iii)当时绝对收敛。

19. 


设绝对收敛，且，证明收敛。





证  首先由，可知，，有，即当时，


成立。因为积分绝对收敛，于是由比较判别法，

积分收敛。

20. 




设单调下降，且，证明：若在上连续，则反常积分收敛。
证  首先由分部积分法，



。



由于有界，单调下降，且，由


Dirichlet判别法，可知积分收敛，从而积分收敛。

二．含参变量积分例题

例.1 


设, 求与.


解: 考虑矩形, 在矩形中, 连续,故


，。因此

。

例.2 

设，求。 
解：

 

例.3 
 求



解: , 复合函数为变量的连续函数. 



例.4  下述极限运算和积分运算能否交换顺序?


解: 不能.  这是因为


而




注意函数在点处不连续。

例.5 


 设，计算两个累次积分与。

解：








。




与不相等。这表明两个计累次积分相等是需要一定的条件。注意这里函数于点处不连续。
例.6 
 计算积分


解：这是一个正常积分。当时，积分为零。考虑当情形。



。以情代替当则得

。将上述两式相加得


，。由此我们得







。函数  在，连续，故

（注意这里做了积分换元）

。

例.7 




 设，证明函数在处的右导数。存在 ，并求。





解：函数和在点不连续，不能直接在积分号下求导。以下我们用右导数的定义来求。用分布积分法不难求得


考虑情形。对含参积分作分部积分得


。
于是






，（当）。因此函数在处的右导数存在，并且。
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