第四次习题课资料（重积分）
例1 对积分
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作极坐标变换，并将变换后重积分化为累次积分，其中积分区域
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解：区域
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于是根据二重积分换元定理以及重积分化累次积分定理可得
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注：上例以及以下各例题中，所作积分变换均为正则且是一一对应的，至多在一个零测集（有限个点或线段）上例外。在解答中没有对此予以证明。同学们可以自行验证。
例2 计算二重积分
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将上式右边积分作极坐标变换并化为累次积分得
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解答完毕。

例3 设
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解：广义极坐标变换
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例4 作适当积分变换, 计算下列积分:

(1) 
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解 (1)  作变换
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(2) 作变换
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例5 求由封闭曲线
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解：作变换
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例6 作适当变换将二重积分
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解：令
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例7 计算积分
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这些区域彼此两两或者不相交，或者只有共同的边界。根据积分关于积分区域的可加性知
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注意：改变被积函数在积分区域的一个（或几个）直线段上的值并不影响可积性和积分值。
例8 填空（三重积分）设
[image: image112.wmf]V

锥面
[image: image113.wmf]22

zxy

=+

和球面
[image: image114.wmf]2222

xyzR

++=

所围成的区域，积分
[image: image115.wmf]222

()

V

xyzdxdydz

++

òòò

＝-------------
答案：
[image: image116.wmf]5

(22)

5

R

p

-

  。原三重积分=
[image: image117.wmf]4

4

00

2sin

a

dd

p

prrqq

òò

。

例9 求
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解: 对上述三重积分作柱坐标变换：
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例10 设
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解: 先对三重积分作柱坐标变换，再将变换后的三重积分化为累次得
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例11 求三重积分:
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解：由被积函数与积分域的对称性可知，三重积分
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注：对上述三重积分也可作其他坐标变换。如

(1)柱坐标系: 
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(2)直角坐标系: 
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也可以先对
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例12 求封闭曲面
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解答完毕。

例13 设函数
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证：对二重积分作极坐标系
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这里我们有一个重要的观察，即上述积分的被积函数可表为
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于是将上述重积分化为累次积分得 
[image: image164.wmf]0

)

sin

,

cos

(

0

2

0

=

-

=

ò

ò

q

q

q

q

p

d

r

r

f

d

d

dr

I

R

。证毕。
例14 设
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例15 设封闭曲面
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例16 由六个平面 
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证明：作变量代换
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