第一部分：常数项级数的基本概念和结论
无穷级数
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(1)级数收敛与发散的定义
当部分和数列
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收敛，称级数
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（2）收敛级数的和的定义

[image: image8.wmf]å

+¥

=

1

n

n

u

:
[image: image9.wmf]n

n

S

+¥

®

=

lim


(3)级数的基本性质
· 数乘运算：若
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· 加法运算：若
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· 改变级数的有限项的值，不影响级数的收敛性。
(4)收敛的必要条件
级数
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(5)几何级数与p级数以及它们的收敛
几何级数
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p级数
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(6)正项（非负）级数收敛性的判别法　
· 部分和级数判别法: 若
[image: image28.wmf]{

}

n

S

单调上升且有界，则
[image: image29.wmf]å

+¥

=

1

n

n

u

收敛
· 比较判别法: 两个正项级数之间比较，若
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应用1: 级数
[image: image35.wmf]å

+¥

=

1

n

n

u

和
[image: image36.wmf]å

¥

=

1

1

n

p

n

的比较。若
[image: image37.wmf]l

n

u

p

n

n

=

¥

®

1

lim

，则
（1）当
[image: image38.wmf]1

,

0

>

³

p

l

时，
[image: image39.wmf]å

+¥

=

1

n

n

u

收敛
（2）当
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应用2: 级数
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(2)当
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应用3: 级数
[image: image51.wmf]å

+¥

=

1

n

n

u

和
[image: image52.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

的比较。若
[image: image53.wmf]l

u

u

n

n

n

=

+

¥

®

1

lim

，则
(1)当
[image: image54.wmf]1

0

<

£

l

时，
[image: image55.wmf]å

+¥

=

1

n

n

u

收敛
(2)当
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(3)当
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(7)交错级数与莱布尼茨定理　
一般项正负交替出现的级数称为交错级数。通常可写作 
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（首项为正）。进一步，若
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单调下降趋向于0，则交错级数
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称作Leibniz级数.
定理：莱布尼茨型级数收敛
(8)任意项级数的绝对收敛与条件收敛　
级数
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绝对收敛
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第二部分：级数例题

1. 设级数
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思考：举出三个收敛级数
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2. 设级数
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3. 设
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思考：同例1的思考, 举出三个收敛级数
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4. 设常数
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5. 设正项级数
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6. 设参数
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7.(正常数项级数收敛的收敛性，与一般项的无穷小阶的关系)

设
[image: image100.wmf],

1

)

1

(

lim

,

0

,

0

1

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

>

>

¥

®

n

n

p

n

n

a

e

n

p

a

 若级数
[image: image101.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

收敛, 则
[image: image102.wmf]p

的取值范围是                    .

解: 由假设
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8.判断
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级数收敛。因为
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9. 判断
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解:  记级数的一般项为
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10. 设正项数列
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11. 讨论级数
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解: 记
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12. 讨论级数
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解: 记
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(3) 当
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注：对原级数
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13. 常数项级数和微分方程

设函数
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解: 对方程
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由Taylor公式得
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收敛。 因此原级数绝对收敛.
14. （常数项级数和积分估值）设
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解: 对积分
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15. 考虑两条抛物线
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(2) 
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16. 讨论级数 
[image: image191.wmf]å

¥

=

+

+

-

1

1

)

1

(

n

n

x

n

（
[image: image192.wmf]x

≠
[image: image193.wmf]n

-

）的收敛性。
解： 级数
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17. 讨论级数 
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18. 讨论级数 
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19. 讨论级数
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由于三个级数
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20. 讨论级数 
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解：记级数的一般项为
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解答完毕。
21. 讨论级数 
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解：记级数的一般项为
[image: image266.wmf]n

n

n

a

a

n

x

+

-

=

+

1

)

1

(

1

。
当
[image: image267.wmf]1

>

a

时，
[image: image268.wmf]1

1

lim

<

=

¥

®

a

x

n

n

n

，所以级数 
[image: image269.wmf]å

¥

=

+

+

-

1

1

1

)

1

(

n

n

n

a

a

n

绝对收敛；

当
[image: image270.wmf]1

=

a

时，
[image: image271.wmf]å

¥

=

+

+

-

1

1

1

)

1

(

n

n

n

a

a

n



 EMBED Equation.3 [image: image272.wmf]å

¥

=

+

-

=

1

1

2

)

1

(

n

n

n

。级数为条件收敛。
当
[image: image273.wmf]1

0

<

<

a

时，由于
[image: image274.wmf]å

¥

=

+

-

1

1

)

1

(

n

n

n

收敛，
[image: image275.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

+

n

a

a

1

单调有界，由Abel判别法，级数
[image: image276.wmf]å

¥

=

+

+

-

1

1

1

)

1

(

n

n

n

a

a

n

收敛。不难看出此时级数是条件收敛。因为由于
[image: image277.wmf]n

x

～
[image: image278.wmf]n

a



 EMBED Equation.3 [image: image279.wmf])

(

¥

®

n

，而级数
[image: image280.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

发散。解答完毕。
22. 利用Cauchy收敛准则，证明下述级数发散：
   ⑴  1+
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证（1）设级数的一般项为
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上述不等式对任意
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（2）设级数的一般项为
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根据Cauchy收敛准则原理可知级数发散。解答完毕。
23. 若正项级数
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24. 考虑两个级数
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25. 设正项数列
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26. 假设数列｛
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28. 假设级数
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29. 我们回忆一下曾经证明过的结论：数列 
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