函数项级数

如果级数中的各项是依赖于独立变量
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(2) 和函数的概念:设函数项级数
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(3)  幂级数及其收敛半径、收敛区间（指开区间）和收敛域　
形如
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(4) 幂级数的基本性质 
(i) 两个幂级数和的收敛半径： 若幂级数
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(ii) 和函数的连续性： 幂级数
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(iii) 和函数的可积性与逐项积分性质: 幂级数
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积分后的幂级数
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(iv) 和函数的可微性与逐项求导： 幂级数
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          并且求导后的幂级数
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处，它们可能有不同的收敛性。

关于幂级数的一些例题。
1. 设幂级数
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.
答：（C）。注：首先不难确认题目中的两个幂级数的收敛半径均为1.由假设幂级数
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2. 已知级数
[image: image96.wmf]å

¥

=

-

1

n

n

n

a

x

)

(

在
[image: image97.wmf]2

=

x

收敛，则实参数
[image: image98.wmf]a

的取值范围是            。

解: 显然幂级数的收敛半径
[image: image99.wmf]1

=

R

，且收敛域为 
[image: image100.wmf]1

1

+

<

£

-

a

x

a

。
由于级数在
[image: image101.wmf]2

=

x

收敛，则有 
[image: image102.wmf]1

2

1

+

<

£

-

a

a

，因此应有
[image: image103.wmf]3

1

£

<

a

。解答完毕。
3. 若级数
[image: image104.wmf]å

¥

=

-

1

1

n

n

n

x

a

)

(

在
[image: image105.wmf]1

-

=

x

处条件收敛，则级数
[image: image106.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

 [ ]
（A） 绝对收敛，（B）条件收敛 ，（C）发散 ，（D）不定。   

答：[A]。注：由假设级数
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4. 假设幂级数
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5. 幂级数
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解:                 
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6. 已知
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答：[C]。注：这是因为 
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。也可以根据定理（幂级数的收敛半径关于求导和求积分具有不变性）来证明。记
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7.   求级数 
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以下例题涉及幂级数求和。
8. 求级数
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解：记
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注意二阶导数的幂级数函数的和函数是
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另解（分拆一般项，求和使得大部分项相互抵消）: 记部分和为
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解答完毕。
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13. 设参数
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14. 级数 
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答[B]
函数的幂级数展开（Taylor级数） 
(i) 直接展开法: 通过求出函数在给定点的各阶导数而得到函数的Taylor级数.


    以下是常见一些初等函数的麦克劳林级数展开式，应该牢记。
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(ii) 间接展开法


通过对已知函数的Taylor级数作积分，微分，以及四则运算，可得到许多其他函数的Taylor级数。用这种方法求得一些函数的Taylor级数，简单快捷，值得学习掌握。为此需要记住一些常见函数的Taylor级数，以及它们的收敛半径。
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5. 求函数
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Fourier级数
1． 三角函数系与三角多项式

我们称函数列
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为三角函数系，其有限线性组合 
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2． 正交性 
三角函数系具有如下性质（称为正交性质）
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三． Fourier系数与Fourier级数

设函数
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四．余弦级数与正弦级数

当函数
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我们称上述级数为余弦级数。

 类似，当函数
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我们称上述级数为余弦级数。

五．非标准区间上的Fourier级数

情形I。 对称区间
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这里系数
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情形II.  区间
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注意，不同的扩充方式，所得到的Fourier级数一般而言是不同的。两个简单常用的扩充方

式：偶延拓和奇延拓

偶延拓： 令
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奇延拓：令
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六．点态收敛性

Dirichlet定理：　设函数
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特别当函数
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注：对于非标注区间上的Fourier级数有相同的结论。

七．Cesaro收敛性

定理（Fejer,1900） 设函数
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八．均方收敛性

定理： 设函数
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推论（Parseval等式）：设
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上式称作Parseval等式。

注：由Parseval等式可知，Fourier系数具有性质
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九．Fourier级数的逐项微分和逐项积分
定理（逐项微分）：设
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定理（逐项积分）： 设
[image: image414.wmf])
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十．若干例题

例1. 设
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例3. 设
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例4. 证明等式 
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证明: 考虑函数
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例6. 将函数
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（注：这个例题基本上是课本page 166的习题7。略有改变。原题有印刷错误）
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（注：严格说来，这里我们应用了连续函数的Fourier级数的唯一性）
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