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常数项级数         

  

1. 设常数 0 ， 0na ，级数


1n

na 收敛，则级数







1

21
n

n

n a
n

n )tan()( [       ]. 

（A）绝对收敛。（B）条件收敛。（C）发散。（D）收敛性与有关。      [ A ] 

 

2.  (正常数项级数收敛的判定与其项趋于零阶的估计问题) 

设 ,1)1(lim,0,0

1


















n

np

n
n aenpa  若级数



1n

na 收敛, 则 p 的取值范围

是                    . 

解: 1
1

lim

1







p

n

n

n

a
, 2p  

3. 判断














1

1
1ln

1

n
nn

 的收敛性. 

(收敛) 

2

3

1
~

1
1ln

1

n
nn








  

 

 

4. 判断


1

!

n

n

n

n

na
 的收敛性. 

解:  
e

a

u

u

n

n

n






1
lim ，   ea  , 绝对收敛; ea  , 发散; 

ea  , nn uu 1     (因为

n

n










1
1 单调上升趋于 e)     发散. 

5. 设 0na ，单调减且级数





1

)1(
n

n

n a 发散，试问





1

)
1

1
(

n

n

na
是否收敛？证明结论。        

[ 收敛 ] 

6. 讨论级数


 



1 )1(

)1(

n
n

n

n
 的收敛性. 

解: 这是交错项级数, 通项趋于零, 但不单调. 不能用 Lebnize 定理.  

两项合并, 

 




 
1

212

n

nn aa 收敛. 又 0lim 


n
n

a , 原级数收敛. 但不绝对收敛. 故条件收敛. 



 2 

7. 讨论级数











 


1

)1(
1ln

n

p

n

n
 的收敛性 )0( p . 

解: 记 nnnnnp

n

n bacab
n

a 


 ),1ln(,
)1(

 

则   
pn

n
c

22

1
~    当 n 时. 

(1) ,1p  


1n

nc 绝对收敛, 故


1n

nb 绝对收敛. 

    (2) 
2

1
0  p 时, 



1n

nc 发散, 


1n

na 收敛, 故


1n

nb 发散. 

    (3) 1
2

1
 p 时, 



1n

nc 绝对收敛, 


1n

na 收敛, 故


1n

nb 条件收敛. 

(不能用 Leibnize 方法) 

 

8. 常数项级数和积分的估值 

设 
4

0

tan



xdxa n

n , 讨论级数


1n

p

n

n

a
 的收敛性. 

解: 令 tx tan , ,
1

1

1
tan0

1

0

1

0
2

4

0 



  n

dtt
t

t
xdxa n

n
n

n



 

                       
1

1
0




pp

n

nn

a
. 

0p 时, 原级数收敛. 

 

9. 










1

1)1(

n

n

xn
（ x≠ n ） 

解：级数










1

1)1(

n

n

xn
（ x ≠ n ）当n 充分大（即 0 xn ）时是交错级数，且









 xn

1
单

调减少趋于零，所以










1

1)1(

n

n

xn
（ x ≠ n ）收敛；又由于

xn

n



 1)1(
～

n

1
)( n , 



1

1

n n
发

散，所以级数










1

1)1(

n

n

xn
（ x ≠ n ）条件收敛。 
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10. 





1

1 sin)1(
n

n

n

x
; 

解：当 0x 时





1

1 sin)1(
n

n

n

x
的一般项都为零，所以级数绝对收敛。 

设 0x ，





1

1 sin)1(
n

n

n

x
当 n 充分大（即



x
n

2
 ）时是交错级数，且

n

x
sin 单调减少趋

于零，所以





1

1 sin)1(
n

n

n

x
收敛；又由于

n

xn sin)1( 1 ～
n

x
)( n ，



1n n

x
发散，所以

级数





1

1 sin)1(
n

n

n

x
条件收敛。 

 

11. 






1

1)1(

n
n

n

n
 

解： 1lim 


n

n
n ，因此

n

n

n n

1)1(
lim






不存在，所以







1

1)1(

n
n

n

n
发散。 

12. 






1 3
cos

1

n

n

n
 

解：设






1 3
cos

1

n

n

n
的部分和数列为 nS ，则 

nS6 






n

k

k

k

2

1

1

232

)1(

 




n

k

k

k

2

1 132

)1(






n

k

k

k

2

1 3

)1(
， 

由于










1

1

232

)1(

n

n

n
，



 



1 132

)1(

n

n

n
和







1 3

)1(

n

n

n
都是 Leibniz 级数，即都是收敛的，所以

n
n

S6lim


存在且有限。容易证明 

16lim 


n
n

S 26lim 


 n
n

S 36lim 


 n
n

S 46lim 


 n
n

S 56lim 


 n
n

S n
n

S6lim


 ， 

由此可知级数






1 3
cos

1

n

n

n
收敛。 

由于
n

n

n 2

1

3
cos

1



，



1 2

1

n n
发散，所以级数







1 3
cos

1

n

n

n
条件收敛。 
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13. 





1

2
1 sin4

)1(
n

nn
n

n

x
 

解：当 )
6

,
6

(





  kkx 时，由于 n
nn

n x
nn

x
)sin4(

1sin4
)1( 2

2
1   ， 

1sin40 2  x ，


1

2 )sin4(
1

n

nx
n

收敛，所以级数





1

2
1 sin4

)1(
n

nn
n

n

x
绝对收敛。 

当
6


  kx 时，

4

1
sin 2 x ，所以






1

2
1 sin4

)1(
n

nn
n

n

x








1

1)1(

n

n

n
是条件收敛级

数。 

在其他情况下，由于
n

nn
n x

nn

x
)sin4(

1sin4
)1( 2

2
1  

， 1sin4 2 x ，级数的一般项

趋于无穷大，所以级数发散。 

14. 






1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
 

解：当
2

k
x  时，级数的一般项都为零，所以级数







1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
绝对收敛。 

设
2

k
x  。当 1p 时，由于

pp nn

xnxn 1)1cos()1sin(



，所以级数 








1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
绝对收敛。 

当 10  p 时，由于 




pn

xnxn )1cos()1sin(
pp n

x

n

nx

2

2sin

2

2sin
 ， 

由 Dirichlet 判别法，


1 2

2sin

n
pn

nx
收敛，而



1 2

2sin

n
pn

x
发散，所以级数 








1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
发散。 

当 0p 时，由于级数的一般项不趋于零，所以级数 








1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
发散。 
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15. 










1

1

1

)1(

n
n

n

a

a

n
 ( 0a ). 

解：设
n

n

n
a

a

n
x








1

)1( 1

。 

当 1a 时， 1
1

lim 
 a

xn
n

n
，所以级数











1

1

1

)1(

n
n

n

a

a

n
绝对收敛； 

当 1a 时，










1

1

1

)1(

n
n

n

a

a

n








1

1

2

)1(

n

n

n
，级数条件收敛； 

当 10  a 时，由于 






1

1)1(

n

n

n
收敛，









 na

a

1
单调有界，由 Abel 判别法，级数












1

1

1

)1(

n
n

n

a

a

n
收敛，但由于 nx ～

n

a
)( n ，



1n n

a
发散，所以级数条件收敛。 

 

16. 利用 Cauchy 收敛原理证明下述级数发散： 

   ⑴   1 +
2

1
-

3

1
+

4

1
+

5

1
-

6

1
+

7

1
+

8

1
-

9

1
+… ;  

   ⑵   1 -
2

1
+

3

1
+

4

1
-

5

1
+

6

1
+

7

1
-

8

1
+

9

1
+… 。  

证 （ 1） 设级数的一般项为 nx ，则 

nnn xxx 62313   
26

1

43

1

13

1










nnn


6

1

26





n

n
， 

由于n 可以取任意大，由 Cauchy 收敛原理可知级数发散。 

（ 2） 设级数的一般项为 nx ，则 

nnn xxx 62313   
nnn 6

1

63

1

33

1






 

6

1

6


n

n
， 

由于n 可以取任意大，由 Cauchy 收敛原理可知级数发散。 

 

17. 若级数


1n

nx 收敛， lim
n

n

n

y

x
 = 1，问级数



1n

ny 是否收敛?  

（注意：对正项级数成立的结论一般而言对任意项级数就不成立了） 

解  


1n
ny 不一定收敛。 

反例：
n

x
n

n

1)1( 
 , 

nn
y

n

n

1)1( 1







，则 lim
n

n

n

y

x
 = 1，但级数



1n

nx 收敛，而级数


1n

ny

发散。 
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18. 设正项数列 }{ nx 单调减少，且级数





1

)1(
n

n

n x 发散。问级数














1 1

1

n

n

nx
是否收敛？

并说明理由。 

解  级数














1 1

1

n

n

nx
收敛。 

因为正项数列 }{ nx 单调减少，所以必定收敛。如果 0lim 


n
n

x ，则





1

)1(
n

n

n x 是 Leibniz

级数，因此收敛，与条件矛盾，所以必定有 0lim 


n
n

x ，于是当 n 充分大时，

n

n

nx

































2
1

1

1

1


，因此















1 1

1

n

n

nx
收敛。 

19. 若｛ nnx ｝收敛，





2

1)(
n

nn xxn 收敛，则级数


1n

nx 收敛。 

证  令 , 1n n na x b  , 则 kbB
k

i
ik 




1

。利用 Abel 变换，得到 

                    





 

n

k

n

k
kknk xxknxx

1

1

1
1 )( 。 

由于 





 

1
1 )(

n
nn xxn ]

1
))(1[(

1
1


 






n

n
xxn

n
nn ， 

因为数列








1n

n
单调有界，级数 






1
1 ))(1(

n
nn xxn 






2

1)(
n

nn xxn 收敛，由 Abel 判

别法，



 

1
1 )(

n
nn xxn 收敛。再由数列｛ nnx ｝的收敛性，即可知级数



1n

nx 收敛。 

20. 设 )(xf 在 ]1,1[ 上具有二阶连续导数，且 0
)(

lim
0


 x

xf

x
 

 证明级数













1

1

n n
f 绝对收敛。 

证  由 0
)(

lim
0


 x

xf

x
可知 0)0( f , 0)0(' f , 于是 










n
f

1
～

2

1

2

)0("

n

f
 （ n ），所以级数














1

1

n n
f 绝对收敛。 
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21. 已知任意项级数


1n

nx 发散，证明级数














1

1
1

n

nx
n

也发散。 

证  采用反证法。令 nn x
n

y )
1

1(  ，若


1n
ny 收敛，因为









1n

n
单调有界，则由 Abel 判

别法, 


1n
nx 



 1 1n
ny

n

n
收敛，与条件矛盾，所以级数 
















1

1
1

n

nx
n

发散。 

 


