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微积分 A（2）第十一次习题课参考答案（第十六周）
1.求下列幂级数的收敛半径、收敛区间、收敛域
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所以收敛半径为 2R ，收敛区间为 )3,1( ．
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解：级数
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[
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2.解答下列选择题
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
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
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n

ax )(
在 2x 收敛，则实参数a 的取值范围是 。

解: 显然 1R ，且收敛域为 11  axa ，

级数在 2x 收敛，则有 121  aa ，因此应有 31  a 。
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n
n xa )( 在 1x 处条件收敛，则级数



1n
na [ ]

（A） 绝对收敛，（B）条件收敛 ，（C）发散 ， （D）不定。 [ A ]
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
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n
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n
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(A) 1r . (B) 1r . (C) 1r . (D) r 不能确定.
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（A） 8R . （B） 8R . （C） 8R . （D）不能确定.

[ C ]   (收敛的幂级数及其导数和积分有相同的收敛半径)

（5）设幂级数  




0
)(

)2ln(

1

n

nax
n

在点 21 x 条件收敛,则幂级数  




0
2

)(
)2(

1

n

nax
n

在点
2

1
1 x 的收敛情况是 [ ] [  C  ]

(A)绝对收敛 . (B)条件收敛 .   (C)发散 .    (D)不能确定 .
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3.求级数
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4.写出下列函数在指定点的幂级数
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解: 设 )(xf 



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解: 部分和 
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1

( ) ln(1 )
n

n

x
S x x

n





    

0
( ) ln(1 ) (1 ) ln(1 )

x
S x x dx x x x       

2
2 2

0

1 1 1
( ) [(1 ) ln(1 ) ] (1 ) ln(1 ) (1 )

2 4 2 4

x x
S x x x x dx x x x           

1

1 1
(1)

( 1)( 2) 4n

S
n n n





 
 

9.求幂级数
2

2 1

1
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n

n
n

n n
x

n




   的收敛域与和函数。

解：当 0x  时幂级数收敛，

当 0x  时，
2 2 2

2 1

1 1

+2 +2
( )

( 1) 3 ( 1) 3
n n

n
n n

n n n n x
x x

n n

 


 


   

由

2

2

( 1) +2 2
( 2)

lim =1
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n

n n

n
n n

n



 




，且
2 2

1 1

+2 +2
( 1)

( 1) ( 1)
n

n n

n n n n

n n

 

 


  ， 发散，知

2

1

+2

( 1)
n

n

n n
t

n



  的收敛域为

( 1,1) ,因此
2

2 1

1

+2

( 1) 3
n

n
n

n n
x

n




   收敛域为
2

( 1,1)
3

x
  ， ( 3, 3)x  …………………3分

当 0t  时，
2

1

+2
0

( 1)
n

n

n n
t

n








当 0t  时
2 2

1 1 1 1

+2 ( 1) 1 1
( 1)

( 1) ( 1) ( 1)
n n n n

n n n n

n n n
t t n t t

n n n

   

   

 
   

     

其中
1

2
1 1

1 1
( 1) ( ) ( 1 ) ' 1

1 (1 )
n n

n n

n t t t
t t

 


 

      
   ，

1

0 0 0
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 ln(1 )
( ) 1

( 1) ( 1) 1

t t tn n n n

n n n n

u t
t t u du u du du

n t n t t t u t

   


   


      

       

因此

2
2

1

1 ln(1 )
, 0+2

(1 )
( 1)

0, 0

n

n

t
tn n
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n

t





      
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所以
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2 2 2
2 1

1 1

2

2 2

+2 +2
( )

( 1) 3 ( 1) 3

9 3ln(3 ) 3ln 3
, 0

(3 )

0, 0

n n
n

n n

n n n n x
x x

n n

x x
x

x x

x

 


 


  

  
  

 

 

10（自己练习）.（1）设 )( xf n
满足

xn
nn exxfxf 1)()( 

（n为正整数），

且
n

e
f n )1( ，求函数项级数



1

)(
n

n xf 之和。

解:
n

x
exf

n
x

n )( , 









11

)(
n

n
x

n

n n

x
exf 










x

e x

1

1
ln

（2）求级数






1 2

12

n
n

n
的和.

答案: 3

（3）级数 






1

2

!

)1(

n

n

n

n
的和为[     ]

(A)
12 e 。 (B)0 。 (C)

1e (D) 11 e 。 [ B ]

11.设
0

( ) n
n

n

S x a x




 ， ( , )x R R  ，那么当 1

0

( )
1

nn

n

a
S x R

n







 收敛时，不论

0

( ) n
n

n

S x a R




 是

否收敛，均有 1

0
0

( )
1

R nn

n

a
S x dx R

n







 .

二、傅立叶级数

1．傅立叶展开

(1) 在 ( , )
2 2

 
 展开 ( ) cosf x x x 为 fourier 级数；

解：由于 f(x)为奇函数，所以 Fourier 级数展开式中只含有正弦项

)2sin(
)12(

1

)12(

1)1(2
~)(

1
22

nx
nnn

xf
n

n



















（2）将 ( )f x x 在[0, ] 上展开为余弦级数，并求
2

0

1

(2 1)n n



  的和

解：展开为余弦级数，需将 ( )f x x 作偶延拓.

20
2

0, 2
2 2

cos [( 1) 1] 4
, 2 1

(2 1)

n
n

n k

a x nxdx
n kn

k



 



        


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0 0

2
a xdx





 

2
0

4
( ) cos(2 1) , [0, 2 ]

2 (2 1)n

f x x n x x
n










    
 .

令 0x  ，得
2

2
0

1

(2 1) 8n n






 .

(3) 将 ( )
2

x
f x

 
 在[0, ] 展开为余弦级数、正弦级数。

解：展开为余弦级数，需将 ( )f x 作偶延拓，则
2

1

2
( ) ~ cos(2 1)

4 (2 1)n

f x n x
n








 
 .

展开为正弦级数，需将 ( )f x 作奇延拓，则
1

1
( ) ~ sin

n

f x nx
n




 .

2. 将 f x x( ) arcsin(sin ) 展开为Fourier级数.

解 由于函数 )(xf 是周期为 2 的奇函数，且

, [0, ],
2( ) arcsin(sin )

, ( , ],
2

x x
f x x

x x




 

   
  


所以

2

0 0
2

2
2

2 2 2
( )sin sin ( )sin

0, 2 ,
4

sin 4( 1)
, 2 1,2

(2 1)

n

k

b f x nxdx x nxdx x nxdx

n k
n

n kn
k




 


  






   


     

  

从而

)(xf ～  




0
2

)12sin(
)12(

)1(4

k

k

xk
k

， ),( x 。

3. 设 f x( )是周期为2的周期函数,且 f x e xx( ) [ , ] , 0 2 .若S x( )是 f x( )的Fourier 级数

的和函数,试求S S S( ), ( ), ( )0 2 3 .

解 根据狄里克雷收敛定理，S x( )的周期为2 ，且





















,2),1(
2

1
,20,

,0),1(
2

1

)(
2

2

xe

xe

xe

xS x
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所以 )1(
2

1
)2()0( 2eSS  ， eSS  )1()3( 。

4. 设函数 )(xf 以 2 为周期，在区间[ , ]  可积， ),1,0( nan ， ),2,1( nbn 是

)(xf 的 Fourier 系数，求函数 ( )f x c （c是常数）的 Fourier 系数。

解： 设 ( )f x c 的 Fourier 系数分别为 n'a ， nb' ，有

  nn

c

cn

ancbncdxncnxncnxinxf

dxcxnxfnxdxcxf

)sin()cos()sin()cos()cos()(s)(
1

)(sin)(
1

sin)(
1

'b







 

























同理 nn bncanca )sin()cos('n  (n>0) 当 n=0 时， 00' aa  。

5. 设 f x( )是周期为2的连续函数

（1）如果 f x( )在[ , ]  上满足 ( ) ( )f x f x  ，那么 2 1 2 1 0n na b   ；

（2）如果 f x( )在[ , ]  上满足 ( ) ( )f x f x   ，那么 2 2 0n na b  .

证明：（1）
0

0

1 1 1
( )cos ( ) cos ( ) cosna f x nxdx f x nxdx f x nxdx

 

    
    

又

0 0

0

0

( ) cos ( ) cos ( ) ( ) cos cos

( 1) ( ) cos

x t

n

f x nxdx f t n t dt f t nt n dt

f t ntdt



 



  
 

 



   

 

  


所以
01

[1 ( 1) ] ( ) cosn
na f x nxdx

 
   ，因此 2 1 0na   .

0

0

1 1 1
( )sin ( )sin ( )sinnb f x nxdx f x nxdx f x nxdx

 

    
    

又

0 0

0

0

( )sin ( )sin ( ) ( )sin cos

( 1) ( )sin

x t

n

f x nxdx f t n t dt f t nt n dt

f t ntdt



 



  
 

 



   

 

  


所以
01

[1 ( 1) ] ( )sinn
nb f x nxdx

 
   ，因此 2 1 0nb   .

（2）
0

0

1 1 1
( )cos ( ) cos ( ) cosna f x nxdx f x nxdx f x nxdx

 

    
    

又
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0 0

0

01

( ) cos ( ) cos ( ) ( ) cos cos

( 1) ( ) cos

x t

n

f x nxdx f t n t dt f t nt n dt

f t ntdt



 



  
 

 





    

 

  


所以
0 11

[1 ( 1) ] ( ) cosn
na f x nxdx





   ，因此 2 0na  .

0

0

1 1 1
( )sin ( )sin ( )sinnb f x nxdx f x nxdx f x nxdx

 

    
    

又

0 0

0

01

( )sin ( )sin ( ) ( )sin cos

( 1) ( )sin

x t

n

f x nxdx f t n t dt f t nt n dt

f t ntdt



 



  
 

 





    

 

  


所以
0 11

[1 ( 1) ] ( )sinn
nb f x nxdx





   ，因此 2 0nb  .

6. 设 f x( )周期为2 ， ( ) [ , ]f x R    ，其 Fourier 系数为 ,n na b

求证：（1）.若 f x( )在 (0, 2 ) 内递增（减），则 0( 0)nb  

（2）若 0, , ,| ( ) ( ) | | |L x y f x f y L x y       ，则
2 2

| | ,| | , 1n n

L L
a b n

n n
   .

证明：

2
2

2 ( 1)0
1

(2 1) 2

2 ( 1) (2 1)
1

1 1
( )sin ( )sin

1
[ ( )sin ( )sin ]

kn
n

kn
k n

k kn
n n
k k

k n n

b f x nxdx f x nxdx

f x nxdx f x nxdx






 

 

 








 


 

 

 

  

(2 1) (2 1)

2 ( 1) 2 ( 1)
1

(2 1)

2 ( 1)
1

1
[ ( )sin ( )sin ]

1
[ ( ) ( )]sin 0

t x k knn
n n
k k

k n n

kn
n
k

k n

f x nxdx f t ntdt
n

f x f x nxdx
n


 

 











   

 







  

   

  



（2）由（1）有

(2 1)

2 ( 1)
1

1
[ ( ) ( )]sin

kn
n
kn

k n

b f x f x nxdx
n













  

因此

(2 1) (2 1)

2 ( 1) 2 ( 1) 2
1 1 1

1 2 2
| | | sin | | sin |

k kn n n
n n
k kn

k k kn n

M M M
b M nx dx nx dx

n n n n n

 

 




 

 
  

      

类似可以证明
2

| | , 1n

L
a n

n
 
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7. 设 f x C( ) ( , ) 0
2


,若使 f x( )展开成的Fourier级数的形式为

)
2

,0(,)12cos()(
1








xxnaxf
n

n ，

应对 f x( )在( , )  内作什么样的延拓.

解：因为 f x( )展开成的Fourier 级数的形式为余弦级数，所以要对 f x( )在( , )  内作偶

延拓。又因为

,2cos)]()([

2cos)(2cos)(2cos)(0

2

2

0

2

00

 














nxdxxFxf

nxdxxFnxdxxFnxdxxF

所以当














),
2

(),(

],
2

,0[),(
)(








xxf

xxf
xF 时，便有

)
2

,0(,)12cos()(
1








xxnaxf
n

n .

8. 求函数
2 3( ) , ( ) , ( )f x x g x x h x x   在[ , ]  的 Fourier 级数。

解：
1

1

2( 1)
( ) sin

n

n

f x x nx
n






 

由逐项积分公式，得到

1 1 2

2 20 0
1 1 1

2( 1) 2( 1) 2( 1)
sin (1 cos ) cos .

6

n n n
x x

n n n

tdt ntdt nx nx
n n n

   

  

  
       

所以

2
2

2
1

4( 1)
( ) cos .

3

n

n

g x x nx
n

 




  

类似的，
2

3
3

1

1 4( 1)
sin

3 3

n

n

x x nx
n

 




  ，又

1

1

2( 1)
sin

n

n

x nx
n







所以
1 2

3
2

1

6( 1) 2
( ) ( )sin

3

n

n

h x x nx
n n






  .
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9. 设 f x( ) 是 周 期 为 2 的 连 续 函 数 , a bn n, 是 f x( ) 的 Fourier 系 数 , 求

 



dttxftfxF )()(

1
)( 的 Fourier 系 数 A Bn n, . 并 证 明 Paseval 等 式

 









dxxfba

a
n

n
n )(

1
)(

2
22

1

2
2
0 .(假设积分可交换顺序).

解 因为

)()()(
1

)2()(
1

)2( xFdttxftfdttxftfxF    




 




 ，

且

，)()()(
1

)()(
1

)()(
1

)(

xFduufuxfduufuxf

dttxftfxF

x
x   

 




















所以 )(xF 是以2为周期的偶函数。因此

,3,2,1,0  nBn ，

1 1 1
( )cos ( ) ( ) cosnA F x nxdx f t f x t dt nx dx

  

      

    
   

1 1
( ) ( ) cosf t f x t nxdx dt

 

   

   
  

1 1
( ) ( )[cos cos sin sin ]

t

t
f t f u nu nt nu nt du dt

 

  



  

   
  

1 1 1
( )cos ( ) cos ( )sin ( )sinf t nt f u nudu f t nt f u nudu dt

  

      

   
   

  2 21
( )cos ( )sin 1,2,3,n n n na f t nt b f t nt dt a b n



 
     ， 。

2
00 aA  。

由于

,cos)(
2

cos
2

)()(
1

)(

1

22
2
0

1

0

 

 










n
nn

n
n

nxba
a

nxA
A

dttxftfxF 


令 0x ，便得 Paseval 等式

 









dxxfba

a
n

n
n )(

1
)(

2
22

1

2
2
0


