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微积分 A(2)第一次习题课参考答案（第三周）
一、n维空间的点集

1. , nA B R ，证明下列结论：

（1） ( )A B A B    （2） ( )A B A B     （3） \A A A 

证明：（1） a A B    ，那么 a A 
或者 a B 

。如果 a A 
，那么存在 0  ，使得

( , )B a A  ，因此 ( , )B a A B   ，从而 ( )a A B  ；若a B 
有同样的结论。

（2） ( )a A B   ，那么 0,  均有 ( , ) ( )U a A B    且 ( , ) ( )cU a A B   

因此[ ( , ) ] [ ( , ) ]U a A U a B      且 ( , ) ( )c cU a A B    ，从第二个表达式可以

看出， ( , ) cU a A   ， ( , ) cU a B   。由于[ ( , ) ] [ ( , ) ]U a A U a B      ，

那么 ( , ) , ( , )U a A U a B   至少有一个不是空集.不妨设 ( , )U a A  不为空集，因此

a A ，进一步可以得到a A B  。

（3）首先 ,A A A A     ，从而 \A A A 

下面只需证明， \A A A  
。事实上， \a A A   ，可以得到 ,a A a A  。由a A 可

知， 0,  要么 ( , )U a A  ，要么 ( , ) cU a A  。由于a A ，显然 ( , )U a A 

非空，只能 ( , ) cU a A  ，从而有 ( , )U a A  ，即a A 
。

2. : n mf R R 是一个连续映射，求证：
mR 中的开集G ，它的原像集

1( ) { | ( ) }nf G x R f x G    是
nR 中的开集。

证明: 由于 : n mf R R 是一个连续映射，由定义，有
na R  ， 0, 0     ，当

( , )nd x a  时，有 ( ( ), ( ))md f x f a  。

下面
1( )a f G  ，得到 ( )f a G 。由于 G 为

nR 中的开集，那么 0 0  ，使得

0( ( ), )U f a G  。对这个 0 0  利用连续的定义， 0 0  ，当 0( , )nd x a  时，有

0( ( ), ( ))md f x f a  。即 0( , )x U a  时，有 0( ) ( ( ), )f x U f a G  ，从而
1( )x f G 。

即
1

0( , ) ( )U a f G  ，即
1( )f G

是
nR 中的开集，证毕。
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二、多元函数的极限与连续

3. 下列极限是否存在？若存在，求出极限值；若不存在，说明理由。

（1） 1

1

)0,1(),(
)(lim 




 yx

yx

yx
yx ； （2） )ln()(lim 22

)0,0(),(
yxyx

yx



；

（3） 0)(lim
2

22),(),(




x

yx yx

xy
； (4)

3 3

2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y




；

（5）
2 2

lim
x
y

x y

x xy y



 

.

解：（1）

1 1
( 1)

21 1

( , ) (1,0) ( , ) (1,0)
lim ( ) lim (1 ( 1))

x y
x y

x y x y

x y x y
x y x y e

 
 

   

 
     


；

（2） 2 2

( , ) (0,0)
lim ( ) ln( ) 0

x y
x y x y


   .

（3）
2 2

1

2

xy

x y



，故 0)(lim

2

22),(),(




x

yx yx

xy
。

(4) 令
3 3 3

2 2( , ) (0,0) 0

2
, lim lim 0

x y x

x y x
y x

x y x x 


  

 

再令
3 3 3 2 3 3

2 3
2 3( , ) (0,0) 0

( )
, lim lim 1

x y x

x y x x x
y x x

x y x 

   
    


因此原极限不存在

(5) 当 ( , ) (0,0)x y  时，有

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

| | | |
0 | | | | | |

3 3
( ) ( )

4 2 4 2
4 1 1

( )
3 | | | |

x y x y x y
x yx xy y x xy y x xy y x y y x

x y


    

         

 

因此
2 2

lim
x
y

x y

x xy y



 

=0.

4.讨论下列函数的累次极限    
0 0 0 0

limlim , , limlim ,
y x x y

f x y f x y
   

与二重极限  
0
0

lim ,
x
y

f x y



（1）  yxf , =












0,0

0,
1

sin
1

sin

yx

yx
x

y
y

x
；（2）












00

0
3

),(
22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf

（3）
2 2

2 2 2
( , )

( )

x y
f x y

x y x y


 
.
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解：（1）两个二次极限都不存在，但二重极限   0,lim
0
0





yxf
y
x

（2）     0,limlim,limlim
0000




yxfyxf
yxxy

，而二重极限  yxf
y
x

,lim
0
0



不存在．

（3）  
0

lim , 0
x

f x y


 ，故  
0 0

lim lim , 0
y x

f x y
 

 ；同理，  
0 0

lim lim , 0
x y

f x y
 

 。

沿直线 y x 趋于 (0,0) 点，  
0

lim , 1
x
y x

f x y



 ；沿直线 0y  趋于 (0,0) 点，

 
0

0

lim , 0
x
y

f x y



 ，故  yxf
y
x

,lim
0
0



不存在。

5. 若  yxfz , 在
2R 上连续, 且  

2 2
lim ,

x y
f x y

 
  , 证明： f 在

2R 上有最小值。

证明：任取
2RP , 设   MPf  ;

    Mvufdvudyxf
y
x





,:,0,lim 22 ;

存在   222, dyxyxBQ  :  
 

 yxfQf
Byx

,min
, 

 .

显然,  
 

 yxfQf
Ryx

,min
2, 

 。

三、偏导数与可微

6. 证明下列各题

(1)证明：若 ),( yxf 的偏导数在点 ),( 00 yx 的某邻域内存在且有界，则 ),( yxf 在 ),( 00 yx 连

续.

证明： 0  ，

0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y f x y f x y f x y    

0( , ) ( , )x yf y x f x y    

2 2( ) 2 ( ) ( )M x y M x y        .

其中M 为 ,
f f

x y

 
 

的界.

取
M


  ，当 2 2( ) ( )x y     时， 0 0( , ) ( , )f x y f x y   .

（2）设 ),()(),( yxyxyxf  ，其中 ),( yx 在点（0,0）处连续，，证明 ),( yxf 在（0,0）

点处可微，并写出全微分 ),( yxdf 。

[解]要明确可微与微分的概念，极限性质、连续的定义。

0)0,0( f ， )0,0(),()( fyxyxf   ),()( yxyx  
因为 ),( yx 在点（0,0）处连续， ),()0,0(),( yxyx   ，（ 0),( yx 时

0),( yx ），则 ),()()0,0()( yxyxyxf  

而 0
)()(

),()(
22






yx

yxyx 
，所以 )()0,0()0,0(  oyxf 

根据可微与微分的定义， ),( yxf 在（0,0）点处可微， ),( yxf 在（0,0）处的全微分
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),( yxdf dydx )0,0()0,0(   。

7.设 ),( 00 yxf x 存在， )( yxf y ， 在点 ),( 00 yx 处连续，证明 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 处可微.

分析: 证明函数 ),( yxf 在某点可微的关键,是利用题目条件,将函数改变量

),(),( 0000 yxfyyxxff  表示成  yBxA ,其中当 022  yx

时, 与
22 yx  比较是高阶无穷小量.或者设法将 f 表示成

yxyBxA   ,其中当 022  yx 时, 0,0   .

证：

),(),(),(),(

),(),(

00000000

0000

yxfyxxfyxxfyyxxf

yxfyyxxff




(1)

因为 ),( yxf y 在点 ),( 00 yx 连续，所以，根据一元函数的拉格朗日微分中值定理，有

),(),( 0000 yxxfyyxxf 

yyxfyyyxxf yy  )](),([),( 0000  (2)

其中，
22 yx  ， )( 为当 0 时的无穷小量.

又由已知， ),( 00 yxfx 存在，根据偏导数定义，有

),(
),(),(

lim 00
0000

0
yxf

x

yxfyxxf
x

x







根据有极限函数和无穷小量的关系，得到

)(),(
),(),(

00
0000 xyxf

x

yxfyxxf
x 






其中， )( x 是当 0x 时的无穷小量.

即 xxxyxfyxfyxxf x  )(),(),(),( 000000  (3)

将(2),(3)式代入(1)式,得到

yxxyyxfxyxff yx  )()(),(),( 0000 

因为当 022  yx 时, )()(  和x 都是无穷小量,所以根据函数在一点可微性定义

推出 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 处可微.
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8.求解下列有关偏导数的题目.

（1）设
y

x
z arcsin ，求dz ；

（2） 设函数
xyyxz )2(  ，求

x

z




及
y

z




；

（3）若函数 )(uf 有二阶导数，设函数 )()(
1

yxyfxyf
x

z  ，求
yx

z


2

；

（4）设函数
yx

yx
z




 arctan ，求
x

z




，
y

z




，
yx

z


 2

；

（5） 设函数 )
2

(cos2 2 y
xz  ，证明 02

2

22









y

z

yx

z
．

（6）设 ),( yxf 在点 ),( 00 yxM 可微， jiujiv


2,  ．

如果 1
),(

,2
),( 0000 








u

yxf

v

yxf
 ，求 0 0( , )df x y ；

答案： dydx )225()245(  ．

（7）设函数 ),( yxf 有连续的偏导数,且在点 )2,1( M 的两个偏导数分 1
)2,1(





x

f
,

1
)2,1(





y

f
.则 ),( yxf 在点 )2,1( M 增加最快的方向是(          )

iA. jB. jiC . jiD .

（8） xyz  ， 求
x
z




解：

0

0

0

0
















x

x

x

xy

xy

z

x
y

x
z

x
2

1
0 




 ;
x

y
x
z

x









2

1
0

0

0

0

0
lim

),0(),(
lim0

00
0 


















 y

y

x

xy

x

yfyxf

x

z
x

xx
x

9.求解下列各题，并体会多元函数可微、连续、偏导数存在性与连续性之间的关系。

（1）下列条件成立时能够推出 ),( yxf 在 ),( 00 yx 点可微,且全微分 0df 的是（ D ）.

(A) 在点 ),( 00 yx 两个偏导数 0,0  yx ff

(B) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的全增量
22 yx

yx
f




 ,
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(C) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的全增量
22

22 )sin(

yx

yx
f






(D) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的全增量
22

22 1
sin)(

yx
yxf




解题思路 用两个条件判断：(1) 0),(),( 0000  yxfyxf yx ;

(2)
     

0
,,, 0

22

00

22

0000 







 

yx

yxf

yx

yxdfyxf
(1)

条件(1)都成立，只有D 中条件(2)成立,故选 D.

（2）设 xyyxf ),( ,则在 )0,0( 点(  B   )

(A) 连续,但偏导数不存在； (B) 偏导数存在,但不可微；

(C) 可微； (D) 偏导数存在且连续.

解题思路 xyyxf ),( ,在 )0,0( 的两个偏导数都等于零.如果 xyyxf ),( ,在 )0,0(

可微,则 0)0,0( df ,从而 yxdfyxf  ),( ; 但它不是
22 yx  的高阶无

穷小.

（3）若 ),( yxfz  在点 ),( 000 yxP 处的两个偏导数存在，则（ B ）

（ A） ),( yxf 在 0P 点连续；

（B ）一元函数 ),( 0yxfz  和 ),( 0 yxfz  分别在 0yy  和 0xx  连续；

（C ） ),( yxf 在 0P 点的微分为 dy
y

z
dx

x

z
dz

PP
00







 ；

（D ） ),( yxf 在 0P 点的梯度为

0

),()( 0
Py

z

x

z
Pfgrad







 .

（4）如 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 不可微, 则下列命题中一定不成立的是（ C ）

(A) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 不连续；

(B) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 沿任何方向v

的方向导数不存在；

(C) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 两个偏导数都存在且连续；

(D) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 两个偏导数存在且至少有一个不连续.

10. 分别考察函数














0

0)1(
1

),(
xy

xe
xyxf

xy

在全平面上连续性与可微性，并证明.

解:这里只讨论关于 x 的连续性与可微性。对于 y的类似.

),0()1(
1

lim
0

yfye
x

xy

x
 


, 因此 ),( yxf 连续。

0x 时,
x

ye
e

xx

f xy
xy


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偏导数连续，所以可微。
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