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微积分 A（2）第十次习题课参考答案（第十五周）
1. 求下列级数的收敛域

(1) 


1
2

sin2

n

nn

n

x
； (2) 



1
2

)(sin

n n

nx
；

(3)
n

n

x
n

n


1
200

!
； (4)

xn

n

en


1

! .

解：（1）






  ,1,0,

6
kkxRxD


 ;         (2)   ,D

(3)  0D ;       (4) D

2．考查下列函数项级数在指定区间上是否一致收敛，并给出证明：

(1) 2
2

ln(1 ) ,
lnn

x
x a

n n





  ；(2)
5 2

1

, ( , )
1n

nx
x

n x





  
 ；(3) 



 

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)1(

n

n

xn
．

(4)
2

2

ln(1 ), [1, )
lnn

x
x

n n





   （5）
1

1
2 sin , (0, )

3
n

n
n

x
x





 

(6)
2

2
1 (1 )n

n

x

x



  , ( , )x   （7）
1

n

n

x

n




 , [ 1,0]x  ；

(8)
1

1

( 1) ( )n n

n
n

x n

n






  , [0,1]x （9）
1

e nx
n

n

a





 [0, )x  其中级数

1
n

n

a



 收敛

解：(1) 当n 充分大时，
nn

a

nn

x
22 ln2

3
)

ln
1ln(  ，且

2
2 lnn

a

n n




 收敛，由 Weierstrass

比较判别法知一致收敛．

(2)
2
3

2
5

2

1

21 25
nxn

nx

xn

nx



，且 3

21

1

2n n




 收敛，由 Weierstrass 比较判别法知一致收敛．

(3) 莱布尼茨级数，
nxnxk

p

nk

k 1

sin1

1

sin

)1(n

1












，故由柯西收敛准则知一致收敛．

（4）设 2lnnx n n ，则 ( ) ln 2n nu x  不趋于 0，故非一致收敛

(5) 设
2

( )
3

n
nx  ，则 ( ) 1 0n nu x   不趋于 0，故非一致收敛

(6)
2

2(1 )n

x

x
连续，

1, 0
( )

0, 0

x
S x

x


  

不连续，故非一致收敛
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3．设 )(xf 在区间 ),(  内有连续导数． 













  )(

1
)( xf

n
xfnxg n ．求证：

（1）在任意闭区间 ],[ ba 上， )}({ xgn 一致收敛于 )(xf  ；

（2） )()()(lim afbfdxxgb
a n

n



．

证明：(1) 由中值定理：

 1),(0
),(

)(
1

)( 





 














  nx

n

nx
xfxf

n
xfnxgn 


．

由于 )(xf  在R 上连续，所以在有界闭区间 ]1,[ ba 上一致连续．即对于任意 0  ，

存在 0  ，使得当 x y   时， ( ) ( )f x f y    ．特别取

1
N ，则对于 n N ，

取
n

nx
xy

),(
 ,则有

( , )
( ) ( ) ( )n

x n
f x f x f x g x

n


        

 
．即 )(xgn 一致收

敛于 )(xf  ；

(2) 对于一致收敛的 )(xgn ，可在积分号下取极限．然后利用牛顿－莱布尼茨公式．

4．设函数 2

0

( ) cos
3

n

n
n

x
S x n x





 ．

（1）证明：当 30  L 时，
2

0

cos
3

n

n
n

x
n x




 在 ),( LL 内一致收敛；

（2）求 )(lim
1

xS
x

．

（1）证 3L 时，
n

n

n

n

n Lx
xn

x
)

3
(

3
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3
2  ，由



0

)
3

(
n

nL
收敛，

2

0

cos
3

xn
x

n
n

n






在 ),( LL 内一致收敛，

（2）取 )13(  LL ，
2cos

3

n

n

x
n x 在 ),( LL 内连续，

2

0

cos
3

xn
x

n
n

n






在 ),( LL 内一致

收敛，所以 )(xS 在 ),( LL 内连续，从而 )(xS 在 1x 连续，

)(lim
1

xS
x 4

3

3

)1(
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3
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5．设 NnbaCxun  ],,[)( ，函数项级数


1

)(
n

n xu 在 ),( ba 内一致收敛，证明：

（1） )(),(
11

buau
n

n
n

n 








均收敛； （2）


1

)(
n

n xu 在 ],[ ba 上一致收敛．

（3）考察函数级数 -

1

, (0, )nx

n

ne x




  与
1

ln(1 )
, (1, )

n
n

nx
x

nx






  的一致收敛性

证明：用 Cauchy 一致收敛准则

（1）由条件 N ,0 ，使得当 Nn  ，任意自然数 p ， ),( bax 有

  )()()( 21 xuxuxu pnnn  （*）

又 NnbaCxun  ],,[)( ，在（*）中令
 ax ，即有

  )()()( 21 auauau pnnn  ，

由数项级数 Cauchy 收敛准则，得 )(
1

au
n

n




收敛．

同理可证 )(
1

bu
n

n




收敛．

（2）由上述证明可知， N ,0 ，使得当 Nn  ，任意自然数 p ， ],[ bax

  )()()( 21 xuxuxu pnnn  ，

由 Cauchy 一致收敛准则知


1

)(
n

n xu 在 ],[ ba 上一致收敛．

（3）非一致收敛。

6．设函数
n

n n
xxf )

1
()(

1





 ．

（1）确定 )(xf 的定义域D ；（2）证明
n

n n
x )

1
(

1





 在 D 上不一致收敛；

（3）证明 )(xf )(DC ．

解：（1） x
n

x
n

x
n

n n

n




1
lim)

1
(lim ,
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所以 1x 时级数收敛， 1x 时级数发散， 1x 时级数为
n

n n
)

1
1(

1





 与
n

n

n

n
)

1
1()1(

1





 ，

由 0lim 


n
n

u 知这两个级数发散，从而 )(xf 的定义域为 )1,1( ．

（2）用反证法，再利用上题结果．

（3）只须证 )1,1(0 x ， )(xf 在 0x 连续．事实上总 )1( 0   x ，因对

],[,  xn 有
nnn

nn
x

n
x )

1
()

1
()

1
(   ，

由根式判敛法可得
n

n n
)

1
(

1





 收敛，所以
n

n n
x )

1
(

1





 在 ],[  上 一致收敛，又

],[)
1

(  C
n

x n
，因而

n

n n
x )

1
(

1





 在 ],[  上连续，由此可得 )(xf 在 0x 连续．

由 0x 的任意性，即有 )(xf )1,1(C ．

7．证明：函数
nx

n
exnxS 


 2

1
)( 在 ),0[  上有定义且有界．

证明： 0x 时，级数显然收敛； 0x 时

2 ( 1)

2

1, 0,1 1
lim lim

1, 0.

n x
x x

nxn n

xn x e n
e e

xnx e n

 
 

 

  
    

因此，
nx

n
exnxS 


 2

1
)( 当 0x 时收敛， 0x 时发散．即函数

nx

n

exnxS 



 2

1

)( 在

),0[  上有定义．

设
nxexxf  2)( ， x ),0[  ，




















 

n
x

n
x

n
x

nxxenxxexf nxnx

2
,0

2
,0

2
0,0

)2()2()( 2
所以

nxexxf  2)( 在 x ),0[  上取得最大值
2

2

4
)

2
(  e

nn
f ，从而

),0[
44

)(
1

2/3

2
2

2
1

2

1
 













x

n

e
e

n
nexnxS

nn

nx

n
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由






1
2/3

24

n n

e
收敛可得函数

nx

n
exnxS 


 2

1
)( 在 ),0[  上有界．

8．若函数列{ ( )}nf x 在区间 I 上一致收敛于 ( )f x ，而每一个 ( )nf x 在区间 I 上有界，则函

数列{ ( )}nf x 在区间 I 上一致有界．

证明：已知{ ( )}nf x 在 I 上一致收敛于 ( )f x ，则对于1 0 ， N ，当n N 时， x I  有

( ) ( ) 1nf x f x  ，即有 ( ) ( ) 1nf x f x  ，

取定某个 0n N ，有

0
( ) ( ) 1nf x f x  即

0
( ) ( ) 1nf x f x  ．

已知
0
( )nf x 在 I 上有界．即 0,L x I    有

0
( )nf x L ，从而， x I  ，有

0
( ) ( ) 1 1nf x f x L    ．

于是 n N  ， x I  有

( ) ( ) 1 2nf x f x L    ．

又已知 ( )kf x 在 I 上有界（ 1,2, ,k N  ）．即 0,kM  x I  有

| ( ) | , 1, 2, ,k kf x M k N   ．

取 1 2max{ , , , , 2}NM M M M L  ，则 n N， x I  有

( )f x M ，即{ ( )}nf x 在区间 I 上一致有界．

9.求函数项级数
2

1 1

nx

n

e

n



 
 的收敛域，并证明：

2
1

( )
1

nx

n

e
f x

n






 在[0, ) 上连续，在 (0, )

内可导 。
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10. （1）证明：函数
1

( ) e nx

n

f x n






 是 (0, ) 上连续，进一步证明在 (0, ) 上可微.

（2）证明：Riemann  函数
1

1
( )

x
n

x
n






 在 (1, ) 内连续，并在这个区间内有各阶连续导数.


