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微积分 A(2)第二次习题课参考答案（第四周）

一、复合函数的微分,隐函数微分法

1.求解下列各题：

（1）.设 







x

y
xyfxz ,3

，求
y

z

x

z







, 。

解： 















x

y
dfxydfxfdxxdfxdxxfdz 21

3232 )(33





  221

32 (3
x

ydxxdy
fydxxdyfxfdxx

dyfxfxdxxyfyfxfx 




 





  2

2
1

4
21

323

由微分形式不变性，

dyfxfxdxxyfyfxfxdy
y

z
dx

x

z
dz 





 





 







 2

2
1

4
21

323

故 




 









 




2
2

1
4

21
32 ,3 fxfx

y

z
xyfyfxfx

x

z
。

（2）.已知 )1(
1

x
y x



 ，求
dy

dx
.

解 考虑二元函数
vuy , u

x
v

x
  

1 1
, ，应用推论得

.
dx

dv

v

y

dx

du

u

y

dx

dy







 ).ln1(
11

)(ln
1

1
2

22
1 x

xx
uu

x
vu

xvv 







 


(3) 已知
2)(

)(
yx

ydydxayx



为某个二元函数的全微分,则 a 2

2.求解下列各题

（1）.已知函数 y f x ( )由方程   ,,22 bayxfbyax  是常数，求导函数。

解：方程  22 yxfbyax  两边对 x 求导，







 

dx

dy
yxyxf

dx

dy
ba 22)( 22

)(2

)(2
22

22

yxfyb

ayxfx

dx

dy






（2）.已知函数  yxzz , 由参数方程:













uvz

vuy

vux

sin

cos

,给定，试求 ,
z z

x y

 
 

.
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解 这个问题涉及到复合函数微分法与隐函数微分法. yx, 是自变量, vu, 是中间变量

( vu, 是 yx, 的函数), 先由 z uv 得到

x

v
u

x

u
v

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z
























y

v
u

y

u
v

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z
























u v, 是由方程






),(

),(

yxvv

yxuu
的x y, 的隐函数，在这两个等式两端分别关于x y, 求偏导数，得





















x
vvu

x
uv

x
vvu

x
uv

cossin0

sincos1
，





















y
vvu

y
uv

y
vvu

y
uv

cossin1

sincos0

得到
u

v

x

v
v

y

u

u

u

x

v
v

x

u cos
,sin,

sin
,cos 
















将这个结果代入前面的式子, 得到

vvv
x

v
u

x

u
v

x

z
sincos 










与 vvv
y

v
u

y

u
v

y

z
cossin 










（3）.设 ),( yxzz  二阶连续可微，并且满足方程
2 2 2

2 2
2 0

z z z
A B C

x x y y

  
  

   

若令 ,







yxv

yxu




试确定  , 为何值时能变原方程为 0
2





vu

z
.

解 将 yx, 看成自变量， vu, 看成中间变量，利用链式法则得

z
vuv

z

u

z

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z









































z
vuv

z

u

z

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z











































z
vuv

z

vu

z

u

z

v

z

u

z

xx

z
2

2

22

2

2

2

2

2 















































2

2
2

2

2

2
2

2

2

2
v

z

vu

z

u

z

v

z

u

z

yy

z


































 z
vu

2
















 

 
2

22

2

22

v

z

vu

z

u

z

v

z

u

z

xyx

z




































= z
vuvu
































由此可得,
2

22

2

2

20
y

z
C

yx

z
B

x

z
A













 =

=      








vu

z
CBA

u

z
CBA

2

2

2
2 22   

2

2
22

v

z
CBA




  =0
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只要选取  , 使得










02

02
2

2





CBA

CBA
, 可得 0

2





vu

z
.

问题成为方程 02 2  tCtBA 有两不同实根，即要求： 02  CAB .

令 ACBB  2 , ACBB  2 ,即可。

此时， 0
2





vu

z
 0

2





vu

z
 0













v

z

u
  v

v

z





    ufdvvz   .

       yxgyxfvgufz   .

3.求解下列各题

（1）. ),( yxzz  由
2222 azyx  决定，求

yx

z


 2

．

解： 022 




x

z
zx ， 022 





y

z
zy

z

y

y

z

z

x

x

z









,









x

z

z

y

yx

z
2

2

3z

xy


（2）设函数 ),( yxfz  是由方程 2222  zyxxyz 确定的,则函数 ),( yxfz 

在点 )1,0,1(  的微分dz 

答： dydxdz 2

（3）.设函数 y(z)yzxx  ),( 由方程组







012

01
222

222

zyx

zyx
确定，求

dz
dy

dz
dx , .

解
12

1
222

222











zyx

zyx















z
dy

dz
y

dx

dz
x

z
dy

dz
y

dx

dz
x

242

222

解方程得：

















dz

dy
dz

dx

= 





























xz

yz

xyz

z

xx

yy

xy 8

12

4

1

2

2

22

24

4

1

由此得到
y
z

dz
dy

x
z

dz
dx 2,3  .

(4)设方程











0),(

0),(

y
z

xyG

zyxyF
可以确定隐函数 )(),( yzzyxx  ，求

dy
dz

dy
dx

, .

（本题不用解出最终答案，会解题过程就可以.）
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解：














0)
1

()(

0)1()1(

2
'
2

'
1

'
2

'
1

dy
dz

yy

z
G

dy
dx

yxG

dy
dz

F
dy
dx

F

'
1

'
2

'
2

'
1

'
2

'
22

'
1

'
2

'
2

'
1

1

)
1

(
1

GyFGF
y

GF
y

z
y

GxFGF
y

dy
dx






'
1

'
2

'
2

'
1

'
2

'
12

'
2

'
2

'
1

'
1

1

)(

GyFGF
y

GF
y

z
GyFGFyx

dy
dz






4.求解下列二阶偏导数问题

（1）.设z f xy
x

y
 ( , )， f 二阶连续可微，求

2

2

z

x




.

解 记
y

x
vxyu  , ;

v

f
f

u

f
f







 21 , ,

2

2

222

2

11 ,
v

f
f

u

f
f







 ,

uv

f
f

vu

f
f









2

21

2

12 ,

则 21

1
f

y
fy

x

v

v

f

x

u

u

f

x

z 



















,

x

f

yx

f
y

x

z

xx

z
























 21

2

2 1

因为
v

f
f

u

f
f







 21 , 都是以u v, 为中间变量，以 yx, 为自变量的函数，所以

x

v
f

x

u
f

x

f








1211

1




1211

1
f

y
fy 

x

v
f

x

u
f

x

f








2221

2




2221

1
f

y
fy 

将以上两式代入前式得: f
y

ffy
x

z  2221211
2

2

2 12

 .

（2）.设     22 ,, xxxfxg  ，其中函数 f 于 的二阶偏导数连续，求
 
2

2

dx

xgd

解：   xff
dx

xdg
2

)(
2121   ，
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    

        
       。24244

22242

22
)(

2212112
2

212
2

2122
2

211211

212221212212112
2

212

21121121212

2













fxffxfxf

xffxfxf

xffxff
dx

d

dx

xgd

（3）设 ),( yxfz  在点 ),( aa 可微, b
y
f

b
x
f

aaaf aaaa 







 ),(),( ,,),( .

令 ))),(,(,()( xxfxfxfx  ,求 axx
dx
d

)(2

分析：用 1f 和 2f 分别表示函数 f 对于第一个变量和第二个变量的偏导数.理清函数的复合

关系.

解 利用复合函数微分法则求导数:

)()(2)(2 x
dx

d
xx

dx

d
  ， )),(,()( 21 xxfxf

dx

d
ffx

dx

d 

其中 )()),(,( 2121 ffffxxfxf
dx

d 

于是 ))](()[(2)( 212121
2 ffffffxx

dx

d  

当 ayax  , 时 , 代 入 题 目 条 件 : aaafafafa  ))),(,(,()( , baaf  ),(1 ,

baaf  ),(2 .得到 axx
dx

d
)(2 )2(2 32 bbba 

（4）.设
2),( Cyxu  , 又 0

2

2

2

2









y

u

x

u
, xxxu )2,( ,

2)2,( xxxux  ,求 )2,( xxuxx ,

)2,( xxu xy )2,( xxu yy

解:
2)2,( xxx

x

u





,

两边对 x 求导,

xxx
yx

u
xx

x

u
22)2,()2,(

2

2

2









.         (1)

xxxu )2,( ,

两边对 x 求导,

    122,2, 







xx
y

u
xx

x

u
,  

2

1
2,

2x
xx

y

u 





.

两再边对 x 求导,
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xxx
y

u
xx

yx

u









2)2,()2,(
2

22

. (2)

由已知     02,2,
2

2

2

2









xx
y

u
xx

x

u
,                (3)

(1), (2), (3) 联立可解得:

      xxx
yx

u
xxx

y

u
xx

x

u

3

5
2,,

3

4
2,2,

2

2

2

2

2













5. 设 向 量 值 函 数 : n nf   满 足 ： 存 在 : 0 1L L  ， 对 任 意 的 , nX Y  有

|| ( ) ( ) || || ||X Y L X Y  f f .证明： * * *! , ( )nX X X  f .

证明：首先由 || ( ) ( ) || || ||X Y L X Y  f f ，易之，向量值函数 f 是连续映射。

其次，构造序列 1{ }: ( )n n nX X X  f ，则

1
1 1 1 2 1|| || || ( ) ( ) || || || || ||n

n n n n n nX X X X L X X L X X
         f f  ，

易之 1 1 2 1|| || || || || || || ||n p n n p n p n p n p n nX X X X X X X X               

1 1
2 3 1

2 1 2 1 2 1

(1 )
( ) || || || || || ||

1 1

n p n
n p n p n L L L

L L L X X X X X X
L L

 
     

        
 



容易证明：{ }nX 为 n 中的 Cauchy 列，则{ }nX 收敛， *lim n
n

X X


 ，在 1 ( )n nX X  f 两端取

极限，且 f 是连续映射，有 * *( )X Xf ，唯一性易证，略。

6.设 ,n nX   ，定义 ( , ) inf || ||n
Y

X X Y


   .证明：

（1） ( , )X  为 X 的连续函数；

（2）为有界闭集时，存在 0X ，使得 0( , ) || ||nX X X   

（3） 1 2, n    ，定义
1 2

1 2 ,
( , ) inf || ||n

X Y
X Y

 
    ，证明：当 1 2,  为有界闭集时，

存在 0 1 0 2,X Y  ，使得 1 2 0 0( , ) || ||nX Y     .

证明：（1）Z ， || || || || || ||n n nX Z X Y Z Y     ，因此有

( , ) || || || ||n nX X Y Z Y      ，固定 ,X Y ，有 ( , ) ( , ) ( , )X X Y Y      ，

因此 ( , ) ( , ) ( , )X Y X Y      ，类似有 ( , ) ( , ) ( , )Y X X Y      ，总之有

| ( , ) ( , ) | ( , )Y X X Y      ，从而 ( , )X  为 X 的连续函数；
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（2）固定 X ， || ||nX Y 是Y 的连续函数，为有界闭集， || ||nX Y 存在最小值，

即存在 0X ，使得 0|| ||nX X min || || inf || || ( , )n n
Y Y

X Y X Y X
 

     ，

（3）首先证明：
1 2 1

1 2 2,
( , ) inf || || inf ( , )n

X Y X
X Y X 

  
     

先证明：
1 2 1

2,
inf || || inf ( , )n

X Y X
X Y X

  
   .

显然
1 2,

inf || || || ||n n
X Y

X Y X Y
 

   ，左端为常数，右端对 2Y  取下确界，有

1 2
2,

inf || || ( , )n
X Y

X Y X
 

   ，从而

1 2 1
2,

inf || || inf ( , )n
X Y X

X Y X
  

   .

下证：
1 2 1

2,
inf || || inf ( , )n

X Y X
X Y X

  
  

由于
1

2 2|| || ( , ) inf ( , )n
X

X Y X X 


     ，右端为常数，因此

1 2 1
2,

inf || || inf ( , )n
X Y X

X Y X
  

   ，

综上有，

1 2 1
1 2 2,

( , ) inf || || inf ( , )n
X Y X

X Y X 
  

     

由（1） ( , )X  为 X 的连续函数；因此存在 0 1X  ，使得

1
1 2 2 0 2( , ) inf ( , ) ( , )

X
X X  


      ，

再由第（2）问，存在 0 2Y  ，使得

1 2 0 2 0 0( , ) ( , ) || ||nX X Y       .

7.设 ( , , )f x y z 可微， 1 2 3, ,l l l 为
3 中互相垂直的三个单位向量，求证：

2 2 2 2 2 2

1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f f f f f f

x y z

     
    

     l l l
.

证明： 1 2 3, ,l l l 为
3 中互相垂直的三个单位向量，因此存在正交矩阵 3 3( )ijA a  使得

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )e e e Al l l ，其中 1 2 3( , , )e e e 为
3 中的标准正交基。

2 2 2 T

1 2 3 1 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( , , ) ( , , )
f f f f f f f f f        
   

        l l l l l l l l l
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而 cos cos cosi i i
i

f f f f

x y z
  

   
  

   l
，其中

1 2 3 1 1 2 2 3 3cos cos cosi i i i i i ie e e a e a e a e       l ，

即

1

1 2 3 2

3

( , , )
i

i i i i
i

i

a
f f f f f f f

a a a a
x y z x y z

a

 
                     

 
l

因此
1 2 3

( , , ) ( , , )
f f f f f f

A
x y z

     


     l l l
，因此

2 2 2 T

1 2 3 1 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( , , ) ( , , )
f f f f f f f f f        
   

        l l l l l l l l l

T T 2 2 2( , , ) ( , , ) ( ) ( ) ( )
f f f f f f f f f

AA
x y z x y z x y z

        
   
        

.

8. 已知偏微分方程（输运方程）

0( , ,0) ( , )

z z z
a b

t x y

z x y z x y

      
 

，证明它的解为 0 ( , )z z x at y bt   .

证明：代入验证即可。

9.求解下列问题.

（1）若 ( , , )f x y z 可微，则 ( , , )f x y z 为 k 次齐次函数（即 ( , , ) ( , , ), 0kf tx ty tz t f x y z t   ）

的充要条件为 ( , , )
f u u

x y z kf x y z
x y z

  
  

  
.

（2）设函数
2 2 2( , , ) ( )u x y z f x y z   ，若 u 满足

2 2 2

2 2 2
0

u u u

x y z

  
  

  
，证明：

2 2 2

a
u b

x y z
 

 
（ ,a b为常数）.

证明：（1）必要性： ( , , ) ( , , )kf tx ty tz t f x y z 两端对 t 求导，

1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )kf u u
x tx ty tz y tx ty tz z tx ty tz kt f x y z

x y z
  

  
  

，

再令 1t  有 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
f u u

x x y z y x y z z x y z kf x y z
x y z

  
  

  
.

充分性：只需证明 ( ) ( , , )kg t t f tx ty tz 为常值函数即可。
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1( ) ( ) ( , , ) ( ( , , ) ( , , ) ( , , ))k k f u u
g t k t f tx ty tz t tx ty tz y tx ty tz z tx ty tz

x y z
          

  
，

由已知 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
f u u

x x y z y x y z z x y z kf x y z
x y z

  
  

  
，用 , ,tx ty tz 代替 , ,x y z 有

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
f u u

tx tx ty tz ty tx ty tz tz tx ty tz kf tx ty tz
x y z

  
  

  
，

所以
1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

f u u
x tx ty tz y tx ty tz z tx ty tz t kf tx ty tz

x y z
  

  
  

，从而

( ) 0g t  ， ( ) (1)g t g ，即 ( , , ) ( , , ), 0kf tx ty tz t f x y z t   .

（2）设
2 2 2t x y z   ，

2 2 2( , , ) ( )u x y z f x y z   ，

则 ( ) ( )
u t x

f t f t
x x t

   
 

，
2 2 2 2 2

2 2 2 2 3
( ) ( ) ( ) ( )

x
t xu x x t xtf t f t f t f t

x t t t t

       


类似可以得到
2 2

2 2
,

u u

y z

 
 

，由
2 2 2

2 2 2
0

u u u

x y z

  
  

  
，得到

2
( ) ( ) 0f t f t

t
   .

解得 ( )
a

f t b
t
  ，即

2 2 2

2 2 2
( , , ) ( )

a
u x y z f x y z b

x y z
    

 
（ ,a b为常数）.


