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微积分 A（2）第三次习题课题目（第六周）

一、微分学的几何应用

1.求解下列问题

（1）证明球面 RzyxS 2222
1 :  与锥面 zayxS 2222

2 :  正交.

（2）通过曲面 :S 3 zyxe zyx
上点 )1,0,1( 的切平面（ ）

（ A）通过 y轴； （B）平行于 y轴；

（C）垂直于 y轴； （D） A，B，C都不对.

（3）求曲面 S : 1222 22  zyx 上切平面与直线






0

523
:

zyx

zyx
L 平行的切点的轨

迹。

（4）过直线 0,272210  zyxzyx 作曲面 273 222  zyx 的切平面，求

该切平面的方程．

（5）求过直线






0

523
:

zyx

zyx
L 且与曲面

8

5
222 22  zyx 相切的平面的方程.

2.已知 f 可微，证明曲面 0, 













cz

by

cz

ax
f 上任意一点处的切平面通过一定点，并求此

点位置．

4.在椭球面
x

a

y

a

z

c

2

2

2

2

2

2 1   上求一点，使椭球面在此点的法线与三个坐标轴的正向成等角。

5.解答下列与切线有关的问题

（1）求螺线













ctz

tay

tax

sin

cos

； )0,0(  ca ,在点 )
4

,
2

,
2

(
caa

M


处的切线与法平面.

（2）求曲线






0

06
22

222

yxz
zyx

,在点 )2,1,1(0M 处的切线方程.

（3）设曲线
32 ,, tztytx  ，求曲线上一点，使曲线在该点的切线平行于平面

42  zyx ．
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二、泰勒公式

4.解答下列各题

（1）函数
yx 在 0,1  yx 点的二阶Taylor多项式为 。

（2）函数
1

cos
),(




y

x
yxf 在点 )0,0( 的带 Lagrange 余项的一阶 Taylor 公式为

。

（3）二元函数 )sin(xy 在点 )1,1( 处的二阶 Taylor 多项式为 。

（4） 03  xyzzyx 在点 )0,0,0( 邻域内确定隐函数 ),( yxzz  ．求 ),( yxz 在原点的带

Peano 余项的二阶 Taylor 公式．

三、极值

5.求函数 f x y x y x y( , )    2 2 24 4 2 2
的极值.

6. 求函数    2222 yxeyxz  的极值．

7.设 ),( yxzz  由 08822 222  zxzzyx 确定，求该函数的极值．

8.函数  yxz , 在有界闭区域D上连续，在 D 内部偏导数存在,  yxz , 在D的边界上的值为

零，在 D 内部满足  zf
y

z

x

z









，其中 f 是严格单调函数，且   00 f ，证明：

  )),((0, Dyxyxz  ， .

9. （1）设 D为 2R 中的有界闭区域. ),( yxf 在 D上连续，在 D内可微，且满足方程

)0(),,( 







kyxkf
y
f

x
f

常数 ，若在D的边界上 0),( yxf ，试证 ),( yxf 在D

上恒为零。

（2）设 ( , )u x y 在 2 2 1x y  上连续，在 2 2 1x y  满足
2 2

2 2

u u
u

x y

 
 

 
.且在

2 2 1x y 
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上， ( , ) 0u x y  .证明：（I）当
2 2 1x y  时， ( , ) 0u x y  ；（II）进一步证明：当

2 2 1x y 

时， ( , ) 0u x y  .

10. 假设 ),( yxf 有连续的偏导数，在全平面除原点之外处处满足等式

0







y

f
y

x

f
x .

求证原点是 ),( yxf 的唯一极小值点．并且满足
2 20, 0

( , )
lim 0

x y

f x y

x y 



．

11.设 )z,y,x(uu  在单连域
3R 内可微，且满足 0gradu ，试证明 )z,y,x(uu 

在内无封闭等值面。

四、条件极值

12.求原点到曲面 42  yxxyz 的最短距离．

13.在周长为2 p的三角形中求出满足下述要求的三角形：绕自己的一边旋转时所形成的旋转

体的体积最大．

14. 求抛物面 22 yxz  与平面 1 zyx 的交线（椭圆）的长轴、短轴的长．

15.设空间一光滑曲面 S的方程为 0),,( zyxF , ),,( 0000 zyxP 为曲面 S 外的一点.证明：

若 S 上的点Q使得线段 QP0 是 0P 与 S 上任意一点连线的最短线段，则向量 QP0 必与曲

面 S 在该点的切平面垂直。

16.当x y z, , 都大于0时，求u x y z  ln ln ln2 3 在球面x y z r2 2 2 26   上的最大值.并

证明对任意正实数a b c, , ，下述不等式成立：
6

32

6
108 






 


cba

cab ．

17.求 )4( yxxyz  在 6,0,1  yxyx 所围闭区域D上的最大值．

18.求 2),( 22  yxyxf 椭圆域












 1
4

),(
2

2 y
xyxD 上的最大值和最小值。
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微积分 A（2）第三次习题课参考答案（第六周）

一、微分学的几何应用

1.求解下列问题

（1）证明球面 RzyxS 2222
1 :  与锥面 zayxS 2222

2 :  正交.

证明：两曲面正交是指它们在交点处的法向量互相垂直.

记 zayxzyxGRzyxzyxF 22222222 ),,(,),,( 

曲面 1S 上任一点M x y z( , , )处的法向量是

TzyxzyxgradF )2,2,2(),,(  或者
Tzyxv ),,(1 



曲面 2S 上任一点M x y z( , , )处的法向量为
Tzayxv ),,( 2

2 


.

设点M x y z( , , )是两曲面的公共点，则在该点有

0),,(),,( 22222
21  zayxzayxzyxvv T

即在公共点处两曲面的法向量相互垂直，因此两曲面正交.

（2）通过曲面 :S 3 zyxe zyx
上点 )1,0,1( 的切平面（ B ）

（ A）通过 y 轴； （B ）平行于 y 轴；

（C ）垂直于 y 轴； （D ） A， B ，C 都不对.

解题思路 令 3),,(  zyxezyxF xyz
.则 S 在其上任一点M 的法向量为

)(grad MF Mz

F

y

F

x

F
),,(












于是S 在点M )1,0,1( 的法向量为

)1,0,1()1,1,1( )1,0,1(  xyzxyzxyz xyexzeyze

因此, 切平面的方程为 0)1()1(  zx . S 在 )1,0,1( 的法向量垂直于 y 轴，从而切平

面平行于 y 轴．但是由于原点不在切平面，故切平面不含 y 轴.

（3）求曲面 S : 1222 22  zyx 上切平面与直线






0

523
:

zyx

zyx
L 平行的切点的轨

迹。
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解: (1) 直线














55

54:

xz

xy

xx

L 的方向： 


kji

kji 


54

111

123  .

切点为  zyxP ,, 处曲面 S 的法向： kjyixn


244  .

所求轨迹： 


n  010164  yxn 


,

轨迹为空间曲线：









1222

582
22 zyx

yx  
 















64576060

852
2 xxz

xy

xx

（4）过直线 0,272210  zyxzyx 作曲面 273 222  zyx 的切平面，求

该切平面的方程．

解：设切平面过曲面 273 222  zyx 上的 ),,( 000 zyx 点，则切平面的法向量为

)2,2,6( 000 zyx 

过直线 0,272210  zyxzyx 的平面可以表示为

    0272210  zyxzyx 

其法向量为 )2,2,10(  

000 2

2

2

2

6

10

zyx 






 

（１）

),,( 000 zyx 是曲面 273 222  zyx 上的点，

273 2
0

2
0

2
0  zyx （２）

    0272210 000000  zyxzyx  （３）

联立（１），（２），（３），解得 )1,1,3(),,( 000 zyx ，或 )17,17,3(),,( 000 zyx ，

切平面方程为

0279  zyx ，或 02717179  zyx

（5）求过直线






0

523
:

zyx

zyx
L 且与曲面

8

5
222 22  zyx 相切的平面的方程.

解：直线 L平面 F可表示为 0)(523  zyxzyx  ，设曲面为 G

则相切处有 )2,4,4()1,2,3( yxkgradGkgradF  
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解得







24/5,12/5,6/5,7

8/15,4/1,2/3,3

zyx

orzyx




因此切平面方程为 0)8/15(2)4/1()2/3(6  zyx 或

0)24/5(6)12/5(5)6/5(10  zyx .

2.已知 f 可微，证明曲面 0, 













cz

by

cz

ax
f 上任意一点处的切平面通过一定点，并求此

点位置．

证明：设
y

f
f

x

f
f







 '

2
'

1 , ，于是有：



























cz
f

y

f

cz
f

x

f 1
,

1
21 , .

)()( 2221
cz

yb
f

cz

xa
f

z

f












则曲面在 ),,( 0000 zyxP 处的切平面是：










cz

yy
Pf

cz

xx
Pf

0

0
02

0

0
01 )()( 0)(

)(
)(

)(
)( 02

0

0
022

0

0
01 
















 zz
cz

yb
Pf

cz

xa
Pf

可以得到：

 ))()(())()(( 000
'

2000
'

1 yyczPfxxczPf

.0))()(())()(( 000
'

2000
'

1  zzybPfzzxaPf

易见当 byczax  ,, 时上式恒等于零。于是知道曲面 0, 













cz

by

cz

ax
f 上任意一点

处的切平面通过一定点，此定点为 ),,( bca ．

3. S 由方程  222 zyxGczbyax  确定, 试证明：曲面 S 上任一点的法线与某定直

线相交。

证明: 曲面上任意一点 ),,( 000 zyxP 的法线为

)(2)(2)(2 2
0

2
0

2
00

0
2
0

2
0

2
00

0
2
0

2
0

2
00

0

zyxGzc

zz

zyxGyb

yy

zyxGxa

xx













设相交的定直线为


111 zzyyxx 






, 与法线向交:
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 )(2),(2),(2 2
0

2
0

2
00

2
0

2
0

2
00

2
0

2
0

2
00 zyxGzczyxGybzyxGxa  不平行

于   ,,

    
  0,,

,,)(2),(2),(2

010101

2
0

2
0

2
00

2
0

2
0

2
00

2
0

2
0

2
00




zzyyxx

zyxGzczyxGybzyxGxa 

0

)(2)(2)(2

010101

2
0

2
0

2
00

2
0

2
0

2
00

2
0

2
0

2
00






zzyyxx

zyxGzczyxGybzyxGxa



0)(2

111

000
2
0

2
0

2
0

010101


 zyx

zyx

zyxG

zzyyxx

cba



只要取   )0,0,0(),,(),,,(,, 111  zyxcba 即可.

4.在椭球面
x

a

y

a

z

c

2

2

2

2

2

2 1   上求一点，使椭球面在此点的法线与三个坐标轴的正向成等角。

解 ： 椭 球 面 在 此 点 的 法 线 矢 量 为 )1,1,1( ， 设 该 点 为 ),,( 000 zyx ， 则 有

)1,1,1()
2

,
2

,
2

(
2
0

2
0

2
0

),,( 000
k

c

z

b

y

a

x
gradF zyx  ，该点坐标为 ),,(

1 222

222
cba

cba 

5.解答下列与切线有关的问题

（1）求螺线













ctz

tay

tax

sin

cos

； )0,0(  ca ,在点 )
4

,
2

,
2

(
caa

M


处的切线与法平面.

解 由于点M 对应的参数为
4

0
t ，所以螺线在M 处的切向量是

),2,2())4(),4(),4(( caazyxv  


因而所求切线的参数方程为

 













,4

,22

,22

tccz

taay

taax



法平面方程为       0)4()2(2)2(2  czcayaaxa  .
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（2）求曲线






0

06
22

222

yxz
zyx

,在点 )2,1,1(0M 处的切线方程.

解: 取 6),,( 222  zyxzyxF ， yxzzyxG 22),,(  ，则

)1,2,2()(),4,2,2()( 00  MgradGMgradF

所以曲线在 0 1 1 2M ( , , )处的切向量为 )0,10,10()()(
00

 MgradGMgradFv ，

于是所求的切线方程为













2

101

101

z

ty

tx

（3）设曲线
32 ,, tztytx  ，求曲线上一点，使曲线在该点的切线平行于平面

42  zyx ．

解：曲线
32 ,, tztytx  的切线方向为 )3,2,1( 2tt ．曲线在该点的切线平行于平面

42  zyx 可知

0341 2  tt

1,
3

1
t

所求的点为  1,1,1,
27

1
,

9

1
,

3

1







  ．

二、泰勒公式

4.解答下列各题

（1）函数
yx 在 0,1  yx 点的二阶Taylor多项式为 。

【答案】 yx )1(1 

（2）函数
1

cos
),(




y

x
yxf 在点 )0,0( 的带 Lagrange 余项的一阶 Taylor 公式为

。



作者：闫浩, 章纪民 2014年 3月

6 / 15

【答案】
 

   

)1,0(,

1

cos2

1

sin
1

sin
1
cos

),(
2
1

1),(

32

2

































 













y

x

y

x

y

x
y

x

y

x

yxyyxf

（3）二元函数 )sin(xy 在点 )1,1( 处的二阶 Taylor 多项式为 。

【答案】 2 21
2sin1 (cos1)( 1) (sin1)( 1) (sin1)(( 1) ( 1) ) (cos1 sin1)( 1)( 1)x y x y x y           

（4） 03  xyzzyx 在点 )0,0,0( 邻域内确定隐函数 ),( yxzz  ．求 ),( yxz 在原点的带

Peano 余项的二阶 Taylor 公式．

【解】 0)0,0( z ，
2 2 2

2 2
(0,0) (0,0) 1, (0,0) (0,0) (0,0) 0

z z z z z

x x x x y y

    
     

     

),( yxz 在原点的带 Peano 余项的二阶 Taylor 公式为  3oyxz 

三、极值

5.求函数 f x y x y x y( , )    2 2 24 4 2 2
的极值.

解 求偏导数得






f

x
x x

f

y
y y   8 4 4 43 3, ，解













044

048

3

3

yy
y
f

xx
x
f






,

得到 9个驻点：

),1,
2

1(),(),1,
2

1(),(),0,
2

1(),(

),1,0(),(),1,0(),(),0,0(),(

665544

332211





yxyxyx

yxyxyx

)1,
2

1(),(),1,
2

1(),(),0,
2

1(),( 998877  yxyxyx

求二阶偏导数得

0,412,424
2

2
2

2
2

2

2













yx

f
x

y

f
x

x

f

在上述每个点计算A B C, , 得到下表：
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2

1 1 1 1 1 1
( , ) (0,0) (0,1) (0, 1) ( ,0) ( ,1) ( , 1) ( ,0) ( ,1) ( , 1)

2 2 2 2 2 2
4 4 4 8 8 8 8 8 8

0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 8 8 4 8 8 4 8 8

16 32 32 32 64 64 32 64 64

i i

i

i

i

i ii

yx

A
B
C

CA B

     

  

  

    

由极值的充分条件可知，函数 f 在 1 1( , )x y 点取极小值，( , ), ( , )( , )( , )5 5 6 6 8 8 9 9x y x y x y x y

取局部极大值，其它点均为鞍点（非极值点）.

6. 求函数    2222 yxeyxz  的极值．

解：     0)(22
2222   yx

x eyxxxz

    0)(22
2222   yx

y eyxyyz

驻点为 )0,0( 与曲线 122  yx 上的所有的点．在 )0,0( 点，

2)0,0(,0)0,0(,2)0,0(  yyxyxx zzz

)0,0( 点是极小值点，极小值为0 ．

设
22 yxt  ，

ttez  ， 1t 是其驻点，且 0)1( z ，函数    2222 yxeyxz  在

曲线 122  yx 上取到极大值
1e ．

7.（隐函数的极值）设 ),( yxzz  由 08822 222  zxzzyx 确定，求该函数的极

值．

解： 088244  dzzdxxdzzdzydyxdx

dy
xz

y
dx

xz

zx
dz

182

4

182

84









0
182

4

0
182

84

















xz

y

y

z
xz

zx

x

z

08822 222  zxzzyx

三个方程联立，得驻点 





 0,

7

16
),0,2( ．

在 )0,2( 点
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  0
15

16
)0,2()0,2()0,2( 2  yyxxxy zzz

且 
15

4
)0,2(xxz ， )0,2( 点是极小值点；

在 





 0,

7

16
点

0
15

16
0,

7

16
0,

7

16
0,

7

16
2





























 yyxxxy zzz

且 0
15

4
0,

7

16







xxz ， 






 0,

7

16
点是极大值点．

8.函数  yxz , 在有界闭区域D 上连续，在 D 内部偏导数存在,  yxz , 在 D 的边界上的值为

零，在 D 内部满足  zf
y

z

x

z









，其中 f 是严格单调函数，且   00 f ，证明：

  )),((0, Dyxyxz  ， .

证明：假设 ),( yxz 不恒为 0，不妨设其在区域 D 上某点 P ),( 00 yx 处取极大值，则有

0)( Pzf ，这与 f 是严格单调函数矛盾。

9. （1）设 D 为
2R 中的有界闭区域. ),( yxf 在 D 上连续，在 D 内可微，且满足方程

)0(),,( 







kyxkf
y
f

x
f

常数 ，若在 D的边界上 0),( yxf ，试证 ),( yxf 在 D

上恒为零。

证明： 设 ),( yxf 在 D上不恒为零。因为函数 ),( yxf 在有界闭域 D上连续，所以

),( yxf 在上存在最大值 M 和最小值m ，且最大值 M 和最小值m 不能同时为零。

不妨设最小值 0m ，因为在 D的边界上 0),( yxf ，于是必有 D内的点 ),( 00 yx 使得

0)( 00  myxf ，由 ),( yxf 在 D 内可微，点 ),( 00 yx 必为极值点（驻点）。

所以 0
),(),( 0000 








y

yxf
x

yxf
，这与 0),(

),(),(
00

0000 








yxkf
y

yxf
x

yxf
，

矛盾！因此 ),( yxf 在 D上恒为零。
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（2）设 ( , )u x y 在
2 2 1x y  上连续，在

2 2 1x y  满足
2 2

2 2

u u
u

x y

 
 

 
.且在

2 2 1x y 

上， ( , ) 0u x y  .证明：（I）当
2 2 1x y  时， ( , ) 0u x y  ；（2）进一步证明：当

2 2 1x y 

时， ( , ) 0u x y  .

证明:1）假设存在一点 0 0( , )x y 使得 0 0( , ) 0u x y  ,那么必然
2 2

0 0 1x y  .则 u 在

2 2 1x y  上的最小值（也是极小值）必在内部达到，设其为 1 1( , )x y ，则 1 1( , ) 0u x y  .

但由于 1 1( , )x y 也是极小值，所以

2 2

2

2 2

2

u u

x x y

u u

y x y

  
    
  
 
   

半正定（也称非负定），所以

2 2

1 12 2
( )( , ) 0

u u
x y

x y

 
 

 
与 1 1( , ) 0u x y  矛盾。

2）注意到如果 ( , )u x y 是方程
2 2

2 2

u u
u

x y

 
 

 
的解，那么 ( , ) ( )x yu x y e e  也为该方程的

解，并且当 充分小时 ( , ) ( )x yu x y e e  在边界
2 2 1x y  上仍然大于 0,因此由(1)

得到, ( , ) ( ) 0x yu x y e e   ，进一步得到 ( , ) 0u x y  .

10. 假设 ),( yxf 有连续的偏导数，在全平面除原点之外处处满足等式

0







y

f
y

x

f
x .

求证原点是 ),( yxf 的唯一极小值点．并且满足
2 20, 0

( , )
lim 0

x y

f x y

x y 



．

证明：

①证明原点之外任意点 ),( yx 都不是驻点，从而不是极值点．

任意固定 )0,0(),( yx ，由题目条件推出 0),(grad
),(

22



yxf

yx

yx
．于是

),( yxf 在点 ),( yx 沿方向
22

),(

yx

yx


的方向导数不等于零．从而 )0,0(),( yx 不是驻点．

②证明原点是驻点．
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对于任意的 0x ，考察点 )0,(x ．由题目条件推出 0
)0,(





x

xf
x ，进而推出 0




x

f
．令

 0x ，因为偏导数连续，所以由极限保号性推出 0
)0,(

lim
)0,0(

0









 x

xf

x

f

x

由题目条件又可以推出在点 )0,( x 满足 0
)0,(






x

xf
x ．进而推出 0

)0,(




x

xf
．令

 0x ，又得到 0
)0,(

lim
)0,0(

0









 x

xf

x

f

x
．

由 0
)0,0(





x

f
和 0

)0,0(





x

f
推出 0

)0,0(





x

f
．同样的方法又可以推出 0

)0,0(





y

f
．因

此原点是驻点．

③证明 )0,0(f 是极小值．

任取 y kx ，现在证明在该直线上， )0,0(f 是极小值．

设 ( ) ( , )g x f x kx ，

1 2
1 2 1 2

( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

xf x kx yf x kxy
g x f x kx kf x kx f x kx f x kx

x x

          ，

从而得到 0x  时， ( )g x 单增； 0x  时， ( )g x 单减。（y 轴有类似的证明，从略）从而证明

)0,0(f 是极小值．

④证明
2 20, 0

( , )
lim 0

x y

f x y

x y 



．由于 0

)0,0(





y

f
0

)0,0(





x

f
．所以 0)0,0(d f ．

再由 ),( yxf 有连续的偏导数，则 ),( yxf 可微，有
2 20, 0

( , )
lim 0

x y

f x y

x y 



.

11.设 )z,y,x(uu  在单连域
3R 内可微，且满足 0gradu ，试证明 )z,y,x(uu 

在 内无封闭等值面。

证明：反证法，设有封闭等值面 azyxuC ),,(: ，其围成的闭区域为  *
，

)( *Cu ， ),,( zyxu 在
* 上存在最大、最小值。由于 0gradu ，最值在边界

azyxu ),,( 上取得。从而 uu minmax  ， ),,( zyxu 在
* 上为常数，与 0gradu

矛盾。

四、条件极值
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12.求原点到曲面 42  yxxyz 的最短距离．

解：拉格伦日函数： )4( 2222  yxxyzzyxL 

04

022

0)1(2

0)1(2

2 






yxxyzL

zzL

xyL

yxL

z

y

x








解方程组， 3,1,1  zyx ．拉格伦日函数的两个驻点为

)30,2,1(),3,2,1( 21  PP

距离 5)()( 21  PdPd ，由实际意义，本问题存在最短距离，故 5 就是最短距离．

13.在周长为2 p的三角形中求出满足下述要求的三角形：绕自己的一边旋转时所形成的旋转

体的体积最大．

解：设三边分别为 yxpyx 2,, ，不妨绕边长为 x 的边旋转，设该边上的高为h ，

则有 ))()((
2

1
pyxypxppxh 

则 xpyxypxp
p

xhV /))()((
3

4

3

1 2 




由极值点处偏导数等于 0得








022

0))(()22(

yxp

pyxxpxyxp

解得 4/3,2/ pypx  ．

14. 求抛物面 22 yxz  与平面 1 zyx 的交线（椭圆）的长轴、短轴的长．

解: 设 ),,( 111 zyx ， ),,( 222 zyx 为椭圆上的两点,

     2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2
1 1 1

1 1 1

2 2
2 2 2

2 2 2

min

1

1

x x y y z z

z x y

x y z

z x y

x y z

       
     
  
   


这是条件极值问题,
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     
       

2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 1 3 2 2 2 4 2 2 21 1

L x x y y z z

z x y x y z z x y x y z   

     

             

求出驻点, 由几何意义可知存在最小值.

15.设空间一光滑曲面 S 的方程为 0),,( zyxF , ),,( 0000 zyxP 为曲面 S 外的一点.证明：

若 S 上的点Q 使得线段 QP0 是 0P 与 S 上任意一点连线的最短线段，则向量 QP0 必与曲

面 S 在该点的切平面垂直。

[证] 考虑极小化问题










0),,(..

)()()(),,( 2
0

2
0

2
0

zyxFts

zzyyxxzyxrMin

方法一：由 Fgradrgrad   得





 

T

r
zz

r
yy

r
xx 000

0P

T

z
F

y
F

x
F


















 
00

0 pp
nr


 ，

所以 0r

与 S 正交。

方法二：

)3(0

)2(0

)1(0

0

0

0


























































z
F

r
zz

z
F

z
r

z
L

k

y
F

r
yy

y
F

y
r

y
L

j

x
F

r
xx

x
F

x
r

x
L

i













，左边三式相加，得

0 n
r
r 

 ，即 nr


0 .

16.当x y z, , 都大于0时，求u x y z  ln ln ln2 3 在球面x y z r2 2 2 26   上的最大值.并

证明对任意正实数a b c, , ，下述不等式成立：

6
32

6
108 






 


cba

cab ．

解：令 )6(),,(),,( 2222 rxyxzyxfzyxL  

由   0



zyx

L
, 得

 2

3
,

2

2
,

2

1 222  zyx ，代入球面方程得，
22

1

r
 ，所以

2ln3ln
2

3
ln6)3ln(32lnln 2

max  rrrrf

所以 ])
6

(108ln[108lnln6ln3lnlnln 3
222

3 zyx
rzyxxyz


 .
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所以
3

222
3 )

6
(108

zyx
xyz


 ，两边平方得

6
222

622 )
6

(108
zyx

zyx




所以对任意正数 cba ,, 有
63 )

6
(108

cba
abc




17.求 )4( yxxyz  在 6,0,1  yxyx 所围闭区域D 上的最大值．

解：（１）先求开区域
0D 内的最大值．

024

024
2

2





xyxxz

yxyyz

y

x

驻点 )0,4(),4,0(,
3

4
,

3

4
),0,0( 








，在
0D 内的驻点为 








3

4
,

3

4
．

（２）三条边界上的驻点







1

)4(Max

x

yxxy







0

)4(Max

y

yxxy








6

)4(Max

yx

yxxy

将 1x 代入 )4( yxxyz 

2

3

023

)14(






y

yz

yyz

在边界 1x 上的驻点为 







2

3
,1 ，经检验，这个点在D 的边界上．

将 0y 代入 )4( yxxyz  ，

0z

不必考虑．

作拉格伦日函数 )6()4(  yxyxxyL 
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06

024

024
2

2







yxL

xyxxL

yxyyL

y

x







驻点 )3,3( 在 D 的边界上．

现有驻点 )3,3(,
2

3
,1,

3

4
,

3

4















，加上三个角点 )5,1(),0,6(),0,1( ．函数 )4( yxxyz 

在有界闭区域 D 上连续，必有最大值，而且最大值必为上述六个点之一．计算函数

)4( yxxyz  在六个点上的值，

27

64

3

4
,

3

4








z

最大；

18),3,3( z

最小．

18.求 2),( 22  yxyxf 椭圆域












 1
4

),(
2

2 y
xyxD 上的最大值和最小值。

解： 解法 I 由







.02),(

.02),(

yyxf

xyxf

y

x
先求得 2),( 22  yxyxf 在区域 1

4

2
2 

y
x 内的唯

一驻点（0,0）；在椭圆 1
4

2
2 

y
x 上， 252)24(),( 222  xxxyxf )11(  x

求得椭圆域 D 上可能的最值 3)0,1( f ， 2)2,0( f 。

又 2)0,0( f ，因此 ),( yxf 在椭圆域 D 上的最大值为 3，最小值为－2。

解法 2 由







.02),(

.02),(

yyxf

xyxf

y

x
先求得 2),( 22  yxyxf 在区域 1

4

2
2 

y
x 内的唯一驻

点（0,0）。 2)0,0(  xxfA ， 0)0,0(  xyfB ， 2)0,0(  yyfC ， 042  ACB ，

因此（0,0）不是极值点，故 ),( yxf 在 D 上的最大值与最小值必在椭圆 1
4

2
2 

y
x 上取得。

在椭圆 1
4

2
2 

y
x 上， 252)24(),( 222  xxxyxf )11(  x ，

问题转化为一元函数的极值问题，且为闭区间上的最大值与最小值问题。记

25)( 2  xxg ， )11(  x ，显然最大值为 3)1( g ，最小值为 2)0( g 。
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所以 ),( yxf 在椭圆域 D 上的最大值为 3，最小值为－2.

解法 3 （在区域 1
4

2
2 

y
x 内同解法 2），在椭圆 1

4

2
2 

y
x 上用拉格朗目乘数法求条件极

值问题。 设 







 1

4
2

2
222 y

xAyxL ，由





















,01
4

,0
2

2

,022

2
2 y

xL

yyL

xxL

F

k






求得 4个驻点 )2,0(1M ， )2,0(2 M ， )0,1(3M 和 )0,1(4 M .又 2)( 1 Mf ，

2)( 2 Mf ， 3)( 3 Mf ， 3)( 4 Mf ，因此 ),( yxf 在 D 上的最大值为 3，最小值为－2。


