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微积分 A(2)第五次习题课参考答案（第八周）

1.（1）若 1I  
D

dyx 2)( , 2I  
D

dyx 2)( ,
220: xryD  , 则 (  A   )。

(A) 21 II  .  (B) 21 II  .(C) 21 II  .  (D) 与 2I 之大小相等关系不定而与 r 有关.

【解】D关于 y轴对称， xyyxf ),( 是关于 x 的奇函数，可知 0
D

xyd 。

（2）设 10  R ，则二重积分 
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（3）已知 ( ) [0,1]f x C ,且
1

0
( )f x dx A ,求
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x
dx f x f y dy  

2. 积分顺序(1)  
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解：(1)  
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1 0 0

( cos , sin )I rdr f r r d


    
2 arccos

2
2 0 arccos
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( cos , sin )
r

rI rdr f r r d  


  

3.计算积分
0 2
0 2

[ ]
x
y

x y d
 
 

 .

解 （1）把 D 分成四个区域 1D ， 2D ， 3D ， 4D ， f 分别在它上取值 0，1，2，3.于是
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4.求解下列各题

（1）由曲面
221 yxz  ， 0,  xxz 所围成。空间体体积

解： dxdyxyxV
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（2）求由曲线所围的平面图形面积: 22
2
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)( yx
b

y

a

x
 。

解：令  sin,cos bryarx  ,则 abrJ 

}.sincos0,20:),{( 2222'  barrD 

于是所求面积
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5.求解下列各题

（1）求积分 2 2 2 2| | , {( , ) | 1}
2D

x y
x y dxdy D x y x y


     .

（2）计算二重积分： dxdyxy
D
 ,其中 D 为圆域: 222 ayx  。

解：由对称性有
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（3）  

D

dxdyyx ,)( 其中  xyyxyxD  ,2)1()1(),( 22
。

解法一：作变量代换（平移） 1,1  yvxu ，  uvvuvuD  ,2),( 22
，
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解法二：由 2)1()1( 22  yx 得 ),cos(sin2  r
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（4）化为极坐标下的累次积分

1, | | | | 1
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（5）化 
D

dxdyyxf ),( ， }10,10),{(  yxxyxD 为极坐标下的累次积分，并

在极坐标系下交换积分次序.

解：由 }10,10),{(  yxxyxD , 用极坐标变换后,有
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6. 设
2 2{( , ) | 1}D x y x y   ,函数 ),( yxf 在D 上有二阶连续偏导数，在D 的边界 D 上

( , ) 0f x y  。证明：
2 2

2 2
( , )( ) 0

D

f f
f x y dxdy

x y

 
 

  。

7. 设函数 ( )f t 连续， ( ) 0f t  ，求积分
2 2 2

( ) ( )

( ) ( )
x y R

af x bf y
dxdy

f x f y
 


 .

8.设 ),( yxf 为连续函数,且 ).,(),( xyfyxf  证明:

   
xx

dyyxfdxdyyxfdx
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证：令 vyux  1,1 ,则

.1,0,10  Jvuv

于是
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9.在下列积分中引入新变量 vu, 后，试将它化为累次积分，其中
4 4cos , sin .x u v y v 

( , ) {( , ) | , 0, 0}
D

f x y dxdy D x y x y a x y     .

解： vyvux 44 sin,cos3 由 ，得 },
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.cossin4 33 vvuJ  于是
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dvvuvufvvudu
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10.试作适当变换,计算下列积分:

(1)  
D

yxyxyxDdxdyyxyx };0,0|),{(,)sin()( 

(2) }.0,0,1|),{(,   yxyxyxDdxdye
D

yx

y

解 (1)令 ),(
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vuyvux  则 },0,0|),{('   vuvuD
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DD

(2) 令 ,, uyvux  则 },10,0|),{('  vvuvuD .1),( vuJ

于是 ).1(
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11.试作适当变换,把 dxdyyxf
D

)(  ,其中 }1|),{(  yxyxD 化为单重积分。

解：令 ),(
2

1
),(

2

1
vuyvux  则

.
2

1
;11,11  Jvu

于是

.)()(
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1
1

   


 duufdvduufdxdyyxf
yx

12.设一元函数 )(xf 在 ],[ ba 上可积， ],[],[ dcba D 。定义二元函数

)(),( xfyxF  ， D),( yx 。

证明： ),( yxF 在D上可积。

证：将 ],[ ba 、 ],[ dc 分别作划分： bxxxxxa nn  1210 
和 dyyyyyc mm  1210  ，

则D分成了nm个小矩形 ),,2,1,,,2,1( mjniDij   。
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记 i 是 )(xf 在小区间 ],[ 1 ii xx  上的振幅， )(Fij 是 F 在 ijD 上的振幅，则

)(Fij i ，

于是

, 1 , 1 1

( ) ( )
n n n

ij ij i i j i i
i j i j i

F x y d c x   
  

         ，

由 )(xf 在 ],[ ba 上可积，可知 



n

i
ii x

1

 )0(0   ，所以

0
, 1

lim ( )
n

ij ij
i j

F


 




 
0

1

lim ( ) 0
n

i i
i

d c x







    
 

 ，

即 ),( yxF 在D上可积。

13.若 ),( yxf 在有界闭区域 D 上的非负连续函数,且在 D 上不恒为零,则 0),( 
D

dyxf 

证：由题设存在 .0)(),( 0000  PfDyxP 使得 令 )( 0Pf ,则由连续函数的局部保号性

知: 0 使得 2)( Pf , 1DP ( )),( 01 DPUD   .又因 0),( yxf 且连续，所以

0
2

),(),(),( 1

11

 


Ddyxfdyxfdyxf
DDDD




故 0),( D dyxf 

14.证明：若平面曲线   ttytx ),(),( 光滑（即 )(),( tt  在 ],[  上具有连续

的导数），则此曲线的面积为零。

证：由条件，该平面曲线 L 的长度

dtttl  



 )()(

2/2/

为有限值。对 0 ，将 L 分成 1][ 

l

n 段： 1L ， 2L ， nL, ，在每段 iL 上取一点
iP ，

使 iP 与 其 一 端 点 的 弧 长 为
n

l

2
， 以 iP 为 中 心 作 边 长 为  的 正 方 形 i ， 则

),,2,1( niL ii  ，从而 i

n

i
L 

1
，记 i

n

i


1
，则为一多边形，设的面积为 W，

那么







 )()1()1]([ 222  l
ll

nW ，

因此 L 的面积  )(  lWWL 。

由 的任意性有 0LW ，即曲线 L 的面积为零。

15.设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，证明不等式
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,)()(])([ 22 dxxfabdxxf
b

a

b

a 

其中等号仅在 )(xf 为常量函数时成立.

证：因 )(xf 在 ],[ ba 上连续,故 )(2 xf 在 ],[],[ baba  上可积,从而

  
b

a

b

a

b

a
dyyfdxxfdxxf )()(])([ 2 =  

b

a

b

a
dxdyyfxf )()( dxdy

yfxfb

a

b

a 



2

)()( 22

= dxdyyfdxdyxf
b

a

b

a

b

a

b

a     )(
2

1
)(

2

1 22 = dxdyxf
b

a

b

a  )(2 = dxxfdy
b

a

b

a  )(2

= dxxfab
b

a
)()( 2

且其中等号仅在 ),()(],,[, yfxfbayx  即时成立.


