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微积分 A（2）第六次习题课参考答案（第九周）

1.设有空间区域 02222
1  zRzyx ,: ，

，则：及 000222
2  zyxRzyx 2 ,,, （ C ）。

（A） 



21

4 xdvxdv (B) 



21

4 ydvydv

(C) 



21

4 zdvzdv (D) 



21

4 xyzdvxyzdv

【解】应用对称性。

观察发现积分区域 1 关于 x轴，y轴对称，x关于 y轴是奇函数，y关于 x轴是奇函

数，xyz 关于 y轴和 x轴均为奇函数。因此 A，B，D选项的左边均为 0，而右边显然大于 0，

所以 A，B，D均不正确。又因为 z关于 x，y均为偶函数，所以可得选项 C正确。

2.选择题

（1）已知 3 3( )f C  ，则
1

0 0 0
( , , )

x y
dx dy f x y z dz   =【 】

A.
1

0 0 0
( , , )

y y
dy dx f x y z dz  

B.
1

0 0 0
( , , )

x z
dx dz f x y z dy  

C.
1 1

0 0
( , , )

y

y
dy dz f x y z dx  

D.
1 1

0 0
( , , )

z

y
dz dy f x y z dx  

选 C

（2）
1

0 0 0

cos

1

x y z
dx dy dz

z   =【 】

A.
1 cos1

2


B.

1 sin1

2


C.

1

2
D.

sin1 cos1

2



选 A。

3. 交换积分次序:
1 1

0 0 0
( , , )

x x y
dx dy f x y z dz

 

  
（1）先积 y，再积 x，最后积 z；（2）先积 x，再积 z，最后积 y .

4.证明：
31 1 1

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) .

6

y

x x
dx dy f x f y f z dz f x dx   

    

5.求三重积分:  dvzyxI 


 ,其中  
2 2

2 2

0 1
, ,

z y x
x y z

z x y

           
    

解：由函数与域的对称性；  dvzyxI 


 = dvz

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球坐标系:  


1

0

2
2

0

4

0 8
sincos






drrrdddvzI ;

柱坐标系: 



2122

0

2

0 8





 
 zdzddI ;

直角坐标系: 









22

22

2

2

121

21

22

22
8

yx

yx

x

x

zdzdydxI


先对 xy积分:  
  8

1
1

22

2
22

1

2
1

0


   

zD

dzzzdzzzdxdydzI

6.求 


 zdxdydzyx )1( 22
, 其中   Hzyxzyx  22|,, .

解: 用柱坐标系,

 HzHz   ,0,20|),,(









   

 124
)1()1(

642

0 0

222 HH
dzzddzdxdydzyx

H H






7. 计算

(1)  


 dxdydzzyxI 32 ，其中积分区域是由 ax 0 ， by 0 ， cz 0

所确定。 答案 )32(
2

)
2

3
2

2
2

( cba
abc

abc
cba

I  。

(2) 计算 



zzyx

dxdydzczbyax
2222

)(

方法 1： 由对称性 



zzyx

xdxdydz
2222

0
2222


 zzyx

ydxdydz







 


cos2

0

32

0

2

0
2

3

4
cossin

222

dddzdxdydz
zzyx

于是 
3

4c
I 

法 2： zzyx 2222  的重心坐标在 )1,0,0(

所以 
3

4

2222




Vzdxdydz
zzyx

于是 
3

4c
I 

8. 设由曲面 azyx  22
和曲面 )02 22  ayxaz （ 所围成，将
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


dvzyxf ),,( 化成三类坐标系下的三次积分。

（1） 直角坐标系











22

22

22

22

2
),,(

yxa

a

yx

xa

xa

a

a
dzzyxfdydxI

（2） 柱坐标系





ra

a

r

a
dzzrrfrdrdI

2

0

2

0
2 ),sin,cos( 



（3） 球坐标系

  



 sincos

2

0

24

0

2

0
)cos,sinsin,cossin(sin

a

drrrrrfddI

 






 2sin

cos

0

22

4

2

0
)cos,sinsin,cossin(sin

a

drrrrrfdd

9.求下列体积

（1）求由曲面 :S zzyx  4222 )( 所围立体的体积。

解：记立体的体积为 || 。由观察可知平面 ]1,0[ zz 截立体所得的截面为圆盘 zD

圆心位于 ),0,0( z ，半径为 4/14 )( zzrz  ，其面积为
2/14 )( zz  。于是

 
 zD

dxdydzdxdydz
1

0

||
6

)1(
3

2
)(

21

0

1

0

2/122/14 
    duudzzz 。

解答完毕。

（2）由六个平面 13  zyx , 13  zyx , 13  zyx 所围立体的体

积为 （ 2/1 ）

解：作线性变换 zyxu  3 , zyxv  3 , zyxw 3 ，则

16

311

131

113

),,(

),,(
det 









zyx

wvu
。于是所求体积为

|| V ||
16

1

),,(

),,(
det Ududvdw

wvu

zyx
dxdydz

UV





  ，其中U 为 1|| u ， 1|| v ，

1|| w ，其体积为8。故所得结论为 2/1 。

（3）由 )0(,,0, 22  aaxyxzyxz 围成;
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解 ：

,)310(
48

)()(
3

1 2

   
a

dyxdyxV
D D

xyDDD  分界线为注意： ,21

（4）设 )( ijaA  为 33 实对称正定矩阵， 1
3

1.


ji

jiij xxa 表示三维空间的一个椭球面。证

明该椭球面所包围立体V 的体积为
A

V
det3

4
||


 。

证明：由于 A对称正定，因此存在可逆矩阵P，使得 PPA t 。在线性变换 Pxy  下，V 的

象U 为单位球。这是因为

3
3

2
2

2
1

3

1.

1 yyyyyPxPxAxxxxa tttt

ji
jiij 



＝ 。 于是

|| V 321
1

321 |det| dydydyPdxdxdx
UV
  |det| 1 P || U |det|

3

4 1 P


。根据关系

PPA t ，我们有 AP det)(det 2  ，于是 |det| 1P 
AP det

1

|det|

1
 。故

A
V

det3

4
||


 。证毕。

10.令曲面S在球坐标下方程为 )cos1(  ar ，是S围成的有界区域，计算在直

角坐标系下的形心坐标。

解： 的体积 3
)cos1(

0

2

0

2

0
3
8

sin adrrdddVV
a




 




，

关于 z=0平面的静力矩

4
)cos1(

0

3

0

2

0
15
32

sincos adrrddzdVV
a

xy 


 




，

的形心坐标为 azyx
5
4

,0  ；

11.设 }1|),,{( 222  zyxzyxV ， 0222  cbah ， )(uf 在区间 ],[ hh 上连
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续，证明：  



V

dthtftdxdydzczbyaxf
1

1

2 )()1()(  。

证明：作变量代换

zcybxaw

zcybxav

czbyax
h

u

333

222

)(
1






其中系数矩阵为正交矩阵。则





uDV

dvdwhufdudxdydzczbyaxf )()(
1

1

其中  222 1),( uwvwvDu  。故  



V

dthtftdxdydzczbyaxf
1

1

2 )()1()(  。

12.设 )(tf 在 ),0[  上连续,  2 2 2( ) ( )F t z f x y dxdydz


   ,其中

  )0(,0|),,( 222  ttyxhzzyx .求
20

)(
lim

t

tF

t 
.

解:用柱坐标系,     
tht

dfht
h

dzfzddtF
0

22
3

0

222

0 0
)(2

3
)()( 





，

用 L’Hospital 法则, )0(
3

)(
lim2

3

)(
lim

3

2

0

2

0

3

20
hf

h

t

df
h

h

t

tF
t

tt









 

.

13.计算  

















D

d
y

f
x

x

f
y

yx
I 

22

1
, 其中   222, RyxyxD  .

解：考虑极坐标系









sin

cos

y

x
,  ddd  .   222, RyxyxD 

  

























 x

y

yx

f

y

f
x

x

f
y

yx ,

11
22 

=

=    
 
  



























x

y

yx

f

x

y

yx

f

,

,

,

1

,

1 


=
 



f1

因为：
 
 

 
  

































x

yyx

x

y

yx

1

,

,

,

,




= 















  

x

y

CosSin

SinCos
1




= 
















 x

y

CosSin

SinCos





1

= 

















 1

001



 

















D

d
y

f
x

x

f
y

yx
I 

22

1

= 
 



R

dd
f






1
=  










2

00

d
f

d
R

=     
0

2 , 0, 0
R

f f d     


