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微积分 A（2）第七次习题课参考答案（第十二周）

一、第一型曲面积分

1.求  


S yx

dS
I

2)1(
，其中 S 为平面 1 zyx 与三个坐标面围成的四面体的四个面.

解:
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上半球面的方程为
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3.(1)计算   S dSzyxI )( ，其中 S 为球面
2222 )()()( Rczbyax  。

解：由于  S dSzyx )(    SS dScbadSczbyax )()()()[( ，

且根据对称性可知第一个积分值为零,所以

)(4)( 2 cbaRdScbaI
S

   。

（2）计算  
S

dSyx )( ，其中 S 由 02624222  zyxzyx 确定.

解：做平移 3,1,2  zZyYxX ，

原积分 192)3()12(  
 SS
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
r 的模，设 1:1 rS 外侧为正， 4:2 rS 外侧为正,
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(5) 求  
S

dSzyxI 2)( , 其中 S 为单位球面.

解:  
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其中 4 是球的表面积. 由对称性可知, 0 
SSS

zxdSyzdSxydS ,故 4I

4. 计算  S Syx d)( 22
．其中 S是锥体 122  zyx 的边界．

解：设 1S 和 2S 为锥体的侧面和上底面，则

 S Syx d)( 22  
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S Syx

在 1S 上， yxS dd2d  ，在 2S 上， yxS ddd  ．
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5.计算 dSxI
S
 ,其中 S 为柱面 122  yx 与平面 2,0  xzz 所围空间区域的表面。

解答：记 ,
0

1
:

22

1







z

yx
S

    ,1,,,2: 22
2  yxyxDyxxzS

3S 为柱面 122  yx 介于 0z 与 2 xz 之间的部分，根据第一型曲面积分的计算公式，

并利用二重积分的性质，得
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对于 3S ，由于其方程为 122  yx ，所以不能写成  yxzz , 的形式，故只能考虑其在 xOz

或 yOz 坐标面上的投影，为了简单起见，考虑 3S 在 xOz 平面上的投影域D ，根据题目中条

件，易知   20,11,  xzxzxD 且 3S 可以分解成 31S 与 32S 两部分，其中
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所以   dSxdSxdSx
SSS 231

从而   dSxdSxdSxdSxI
SSSS 321

【解毕】

特别提示

（1） 计算曲面积分时，要注意柱面在直角坐标系中的处理方法；

（2） 当考虑 3S 在 yOz 坐标面上的投影区域时，情况如何？请写出计算过程？

（3） 一般地，柱面上的曲面积分在柱坐标系中的计算会相对简单一些，对本题的情况，
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6.计算均匀半球面 )0(2222  zazyx 关于 z轴的转动惯量．

解：对于该曲面上任意一点 ),,( zyx 出的面积微元 Sd ，其质量等于 Sbd ，关于 z轴的转动
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7.证明 dttcbafdSczbyaxf
S
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1

1

222 
 , ,1: 222  zyxS f 连

续。

证 ： 设 kcjbial


 ， S 上 一 点 为 ),,( zyxM ， kzjyixr
  ， 则
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
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
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SS
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
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S

dScbaf )cos( 222  在 l

为

z 轴的坐标系里
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
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二、第一、二型曲线积分,格林公式

8. （1）计算
2 2 2 2[( ) ]

L

I x y x y x y dl     ，其中 L 是圆周
2 2( 1) 1x y   。

解：根据对称性及曲线积分的概念，得

2 2 2 2[( ) ] [ 2 2 ]
L L

I x y x y x y dl y y y dl        
2

0
(2 2) (1 sin ) 2 (2 2)d


       。

注：也可以根据重心公式求曲线积分
L

ydl ，因为 1
2

L

ydl

y


 


，所以 2
L

ydl  。

（2）设C 为正向闭曲线： 



 C yx

bydxaxdy
yx ,2 [ A ]

(A) )(4 ba  ;  (B) )(8 ba  ;    (C) )(4 ba  ;    (D) )(8 ba  .

解: 由 2 yx 得到  


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2

1
 
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CD  )(4 ba  .

（3）设闭曲线C 的方程为 12  yx ，则 
C

dl
yx 22

1
5

3

2

9. 求 
L

xydl , 其中 L 是正方形  0,  aayx .

解:设 )0,(),,0(),0,(),,0( aDaCaBaA  ,

 
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

 aa
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L

dxaxxdxaxx

dxaxxdxaxx
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10.(1) L 为球面
2222 Rzyx  与平面 0 zyx 的交线, 求 L dlx 2

.

解: 由对称性,  
LLL

dlzdlydlx 222
, 故

  32222

3

2

3

1
Rdlzyxdlx

LL
 

(2)设有曲线







1
3222

z

zyx
C : ，则   dlzI

Cc )( 2 。

【解】  262233  Cc dlI 。

（3）设 L 为椭圆 1
3

1

4

1 22  yx , 其周长为a , 求  
L

dlyxxy )432( 22

解: (解法一) 由 L 的方程, 1243 22  yx ,

 
LLL

xydladlxydlyxxy 212)212()432( 22

由对称性, 02 L xydl , 故 adlyxxy
L

12)432( 22  .

(解法二)  



2,0,
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cos2
: 






y

x
L

 
LL
xydladlyxxy 212)432( 22

  0cos3sin4sin3cos2
2

0

22  


 dxydl
L

.

11. 计算质量均匀的曲线 )20(,sin,cos  tbtztaytax 关于 z轴的转动惯量

（ p是曲线的质量线密度）．

解：  L lpyx d)( 22   2
0

222 dtbapa ．

12.求 



L

dzyxdyxzdxzyI )()()( , 其中
L 为圆周
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
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 



2
0tan

2222


xy

azyx

从 x轴的正向看去, 圆周的正向为逆时针方向.

解: 先求参数方程: tanxy 
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2

2

cos
az

x







20:
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











t
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)sin(cos2)]cos)(cossincoscos(

)sinsin)(coscossin()sincos)(sincossin[(

)()()(

2

2

0

















adttatata

tatatatatata

dzyxdyxzdxzyI
L

13.求 



L

dzyxdyxzdxzyI )()()( 222222
, 其中

L 为球面 1222  zyx 在

第一卦限部分的边界线, 其方向为 ACBA  , 其中 )1,0,0(),0,1,0(),0,0,1( CBA .

解:

dzyxdyxzdxzy

dzyxdyxzdxzyI

A
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C
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B
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L

)()()(

)()()(

222222)(

)(

)(

)(

)(

)(

222222





 








2
0:

0

sin

cos

:















t

z

ty

tx

LAB

3

4
)](coscos)sin([sin)()()( 2

0

22222222)(

)(
 



dtttttdzyxdyxzdxzy
B

AL

同理,

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )

4
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

C A

L B L C
y z dx z x dy x y dz y z dx z x dy x y dz              ,

故

4)()()( 222222  
L

dzyxdyxzdxzyI .

14. L 为 922  yx 正向, 求积分     
L

dyyxxdxxyxyI 222 422 .

解:我们用 Green 公式来求值.

        

















DL

dxdyxyxy
y

yxx
x

dyyxxdxxyxyI 222222 224422

其中  9),( 22  yxyxD 。
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   18922242  
D

dxdyxxI

15.求  
L

xx dyexdxye )()1( , 其中 L 为沿椭圆 1
2

2

2

2


b

y

a

x
的上半周由 )0,(aA 到

)0,( aB  .

解: 添加辅助直线BA , 由 Green 公式

abdxdyeedyexdxye
D

xx

BAL

xx

2
)1()()1(


   .

而 adyexdxye
BA

xx 2)()1( 
故 aabdyexdxye

L

xx 2
2

)()1( 


若曲线本身不封闭, 可以通过添加辅助线的方法使其封闭, 然后再用 Green 公式简化计算

16．（1）计算 
 


222

22 )()(

d)(d)(

Ryx byax

xbyyax
，逆时针方向．（ 222 Rba  ）．

解：当 222 Rba  时，利用格林公式得到积分等于零．

当 222 Rba  时，利用格林公式将积分转化为以 ),( ba 为中心的小圆周上的积分． 2 ．

（2）计算
224 yx

ydxxdy

L 


 ，其中L 为 1 yx 逆时针方向。

【解】由于
224 yx

ydxxdy




中
22

22

22

22

22 4

4

4

84

4 yx

xy

yx

xxyx

yx

x

x 


















22

22

22

22

22 4

4

4

2)4(

4 yx

xy

yx

yyyx

yx

y

y 





















2 \ (0,0)R

所以 







LL yx

ydxxdy

yx

ydxxdy
2222 44

其中
2224:   yxL





 

 
2

2
2

1
22

L

dxdy

17．计算 



L yx

xyxyyx
22

d)(d)(
，其中 L 是

(1) 1)1(4)2( 22  yx ，顺时针方向．(2) 13
2

3
2

 yx ，顺时针方向．

(3)设 L 为从 )0,2(A 到 )4,4(B 的有向线段.

解：(1)令
2222

,
yx

yx
Y

yx

yx
X








 ．则 



L yx

xyxyyx
22

d)(d)(
 
L

yYxX dd ．
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x

Y

yx

xyxy

y

X












222

22

)(

2
．所以有格林公式得到





L yx

xyxyyx
22

d)(d)(
 
L

yYxX dd 











1)1(4)2( 22

0dd)(
yx

yx
y

X

x

Y
．

(2)以 )1,2(M 为中心、充分小的正数 为半径作圆周 222:   yxL ，逆时针方向．使得该

圆周被包含在 L之内．





L yx

xyxyyx
22

d)(d)(





2d
)sin()sin(coscos)sin(cos2

0 2



 

用格林公式将 



L yx

xyxyyx
22

d)(d)(
转化为积分 


2

d)(d)(
22





 L yx

xyxyyx
．

(3)求出
22

d)(d)(

yx

xyxyyx




的原函数
x

y
yxyxf arctan)ln(

2
1

),( 22  ．利用积分与路径无

关条件得到 



L yx

yxyxyx
22

d)(d)(
)0,2()4,4( ff  ．

18.设 }0,),({ 2222  ttyxRyxDt , ),( yxf 在 tD 上连续，在 tD 内存在连续偏

导数． 1)0,0( f ．若 ),( yxf 在 tD 上满足方程 ),(
2

1
2

2

2

2

yxf
y

f

x

f










． n

为有向曲

线 tD 的外单位法向量，求极限 



 
l

n

f

t tDt
d

cos1

1
lim

0
 （  ）．

解： nf
n

f 
 



．利用格林公式第二种形式得到













 tttt DD yxDD
yx

y

f

x

f
lnjfiflnfl

n

f
dd)(d)(dd

2

2

2

2



tD

yxyxf dd),(
2
1

  tt rrfrrf
00

2
0

ddd
2
1







 
l

n

f

t tDt
d

cos1
1

lim
0

  



 t

rrft

t cos1

d
lim 0

0
．（洛必达法则）

19.设
2RD  为有界区域，它的边界 D 是逐段光滑曲线，

0n


是 D 的外单位法向量，设

函数 ),( yxf )(1 DDC  ，且 ),( yxf 在 D 内为调和函数。求证：

.10 0





dl
n

f

D

； .20 dxdyfdl
n

f
f

DD

2
 





；
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.30
若在 D 上 0),( yxf ，求证 0),( yxf Dyx  ),(

【解】(1).由于 0f ,  











 DDD

dxdyfdx
y

f
dy

x

f
dl

n

f
0；

(2).由 
 











DD

dx
y

f
dy

x

f
fdl

n

f
f )(

dxdy
y

f
f

y

f

x

f
f

x

f

D










































 2

2

2

22

dxdyf
D

2
 

(3).由（2），若 0),( yxf Dyx  ),( ，则 0f Dyx  ),( ，

即 0



x

f
， 0


y

f
Dyx  ),( ，所以 constyxf ),( 而 0),( yxf

Dyx  ),( ，于是有 0),( yxf


