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微积分 A（2）第八次习题课参考答案（第十三周）
一、第二型曲面积分

1.计算积分 


 xydxdyzydzdxxzdydzI 32 ，其中为曲面

)10(
4

1
2

2  z
y

xz 的上侧。

【解】（方法 1）直接计算，记曲面在三个坐标面上的投影分别为 zxyzxy DDD ,,

xydxdyxydxdy
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zxD
 



)1(442 2 dxxzdzz
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z
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2
 。

所以： 


 xydxdyzydzdxxzdydzI 32  。

（方法 2）利用法向量，将第二类曲面积分变成第一类曲面积分计算。

)10(
4

1:
2

2  z
y

xz ， kj
y

ixn 
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2 ，

)24(
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1
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 
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   

其中 ,
2
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
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xy
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x y
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 



因此只需计算
2 2

2 2

4 2

16 4

x z zy
I dS

x y




 
 dxdyzyzx

xyD

)24(
2

1 22  即可。

其中 1
4

:
2

2 
y

xDxy ，
4

1
2

2 y
xz  ，我们利用极坐标变换，则
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2 1
2 2 3 2 2

0 0

1 1
(4 2 ) 8 (1 )(1 sin )

2 2
xyD

I x z zy dxdy d r r dr


       

2 1
2 3 2

0 0

4 (1 sin ) (1 )d r r dr


      

注：我们采取的变换是 cos , 2 sinx r y r   ，
21 rz  ，因此变换的雅可比行列式的

绝对值为 2r。即 2J r

（方法 3）利用 Guass 公式.

加上辅助平面











1
4

0
: 2

21 y
x

z
S ，下侧为正，组成内则为正的封闭曲面，由 Guass 公

式，




xydxdyzydzdxxzdydz 32 





zdxdydzxydxdyzydzdxxzdydz
S

332
1

 



1

0
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dxdyzdz  
1

0

)1(6 dzzz  。

而 0332

1
4

2
21

 


 y
x

S

xydxdyxydxdyzydzdxxzdydz

故  


xydxdyzydzdxxzdydzI 32 。

2.(1)求

 

 




S zyx

dyzdxdxydzdzxdy
I

2

3
222

, 其中
S 为球面

2222 Rzyx  的外

侧.

解:

 
 SSS

dSzyx
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其中 







R
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R

x
,,0n 为球面的单位外法向量. 故
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 

SSS

dS
R

dS
R

zyx

R
dSzyx

R
I n

或者用投影的方法, dxdydS
R

z
dxdzdS

R

y
dydzdS

R

x
 ,, 也能算.

(2) 求       
S

dydxayzdxdzaxydzdyazxI 232323
,其中 S 是球面

2222 azyx  上半球面上侧。
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解: 用 Gauss 公式.       (
2

20

29
a )

（3）设是锥面 )10(22  xyxz 的下侧，则




 2)1(32 dxdyzydzdxxdydz

解：补一个曲面 上侧








1

1
:

22

1
z

yx
，应用 Gauss 公式。

, 2 , 3( 1)

1 2 3 6

X x Y y Z z

X Y Z

x y z
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所为区域）和平面为锥面


 1(6
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 为上述圆锥体体积）VV

而 
1

0)1(32  dxdyzydzdxxdydz

（4）设 )(uf 连续可微,计算积分
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其中
S 为 0x 的锥面 0222  xzy 与球面 1222  xzy ， 4222  xzy 围成的

空间区域的边界面的外侧.

解: 由 Gauss 公式
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3．计算 ( )d ^ d ( )d ^ d
S

x y z y z x y x y   ， )20(1: 22  zyxS ，外侧．

解法１： kyxizyxv


)()(  ， jyixn


 ， zS ddd  （ 20,20  z ）．

 
S

yxyxzyzyx dd)(dd)(

 


2z)dz-(sindcosdd)(d 2

0
2
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解法２：高斯公式．

20,1: 22  zyx

 2dddd)[(dd 2
0

1
0

2
0

   zrrVzyVvSnv


 
21

dd2d
SSS

SnvSnvSnv


 ．

其中 0,1: 22
1  zyxS 下侧， 2,1: 22

1  zyxS 上侧。简单计算得到

0d,0d
21

  SS
SnvSnv


．

4．设 S 为平面 1002  zx 在柱面 1)10( 22  yx 内的部分下侧,则 d ^ d d ^ d
S

z x x y 

【 】

.A .B 2.C 2. D

5．计算高斯积分：
S

S
r

nr
d

),cos(
2


，其中 S 为一个不经过原点的光滑闭合曲面．其中n


为 S

上点 ),,( zyx 处的单位外法线向量， kzjyixr
  ， rr

 ．

解： 
S

S
r

nr
d

),cos(
2


 
SS

SnvSn
r

r
dd

3


.当 0r 时， 0
3


r

r


．利用高斯公式，当

S 不包含原点时，积分等于零；当 S 不包含原点时，将原积分转化为球面
2222  zyx

（外侧）上的积分．答案 4 ．

6．设 )(xf 在 ),(  上有二阶连续导数且． 又设对于空间
3R 中的任意一张光滑的闭合

曲面 S ，都有 0dd2dd)(dd)(  S
x yxzexzxyfzyxf ，求 )(xf 满足的微分方程和

)(xf 的表达式．

解：由题意，在任意一个由光滑简单封闭曲面围成的区域上，由高斯公式有

0ddd)2)()(''(

dd2dd)(dd)(













zyxexfxf

yxzexzxyfzyxf

x

x

．．．．．．．４分

所以由的任意性有

02)()(''  xexfxf ．．．．．．．．．．．７分

即 )(xf 满足常微分方程 xexfxf 2)()(''  ．
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齐次方程通解： xcxcf sincos 21  ，非齐次方程特解 xey * ．一般表达式

xexcxcf  sincos 21 ． ．．．．１０分

7.求 



S

dyzdxdxydzdzxdy ,其中
S 为 1

2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
的外侧.

解:
S 的参数方程为

    





 












0,20|,,

cos

sinsin

cossin

D

cz

by

ax




 cossin 2bc
zz

yy
A 




 ， 


 sinsin 2ca
xx

zz
B 




 ，




 cossinab
yy

xx
C 






)cossin,sinsin,cossin( 22  abcabc n .现在考虑正负号的选取.在曲面

上取一个点(为了方便,我们取 )0,0,(a ,此时
2

,0


  .在该点,题目给的正法向量为

)00,1( .取负号两个法向量同向.因此

abcddabc

ddzCyBxAdyzdxdxydzdzxdy

D

DS









4)cossinsinsincos(sin

)(

22323 








当然,此题也可以用直角坐标来解.

8. 设 D 是平面区域， D 为逐段光滑曲线，n 为 D 的单位外法向，

2, ( )u v C D ，证明：

（1）
D D

u
dl udxdy




 

 n ；

（2）
D D D

u
v dl v udxdy u vdxdy




    

  n ；

（3）
D D

u v
u v

dl dxdy
u v

u v

   
  n n .

其中
2 2

2 2
,

x y x y

   
     
   

i j.

9. 设 3   是一空间区域，为逐段光滑曲线，n 为的单位外法向， 2, ( )u v C  ，证

明：

（1）
u

dS udxdydz
 


 

 n ；（2）
u

v dS v udxdydz u vdxdydz
  


    

  n ；
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（3）

u v
u v

dS dxdydz
u v

u v 

   
  n n .其中

2 2 2

2 2 2
,

x y z x y z

     
       
     

i j k .

10. 用斯托克斯公式解下列问题

（1）求  
C

xdzzdyydx ,







0
:

2222

zyx

azyx
C .从正 z 轴方向看, C 的正向为反时钟

方向。

解：

 
C

xdzzdyydx =  








S

dS

xzy
zyx

 coscoscos

=  dS
S
   coscoscos

=   23coscoscos adS
S

  

（2）求   
C

dzzdyydxy 222
，其中

C 为曲线
2222 azyx  ， axyx  22

)0,0(  az ，若从 x 轴正方向看去，
C 方向为逆时针方向.

（ 3 ） 设 L 为 平 面 1 zyx 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 的 边 界 ， 方 向 是

)0,0,1()1,0,0()0,1,0()0,0,1( ACBA  ．空间有一个力场

kxjziyzyxF


62),,(  ．

求单位质点P 在 L 上某点出发，绕 L 运动一周时，F

对于质点所做的功．

解：用斯托克斯公式．

11.设 L 是球面 2 2 2 1x y z   与平面 0 zyx 的交线，从 z 轴正向看去 L 正向为逆时

针方向，求以下积分

(1) ( ) ( ) ( )
L

y z dx z x dy x y dz     ； (2)
2 2 2

( 1) ( 1) ( 1)

L

x dx y dy z dz

x y z

    
  ；

(3) 
 



L
zyx

dzxdyzdxy
222

)3()2()1(
.

解： ( ) ( ) ( ) 2 3
L

y z dx z x dy x y dz       

2 2 2

( 1) ( 1) ( 1)
0

L

x dx y dy z dz

x y z

    


 










LL

dzxdyzdxy
zyx

dzxdyzdxy
I )3()2()1(

)3()2()1(
222



作者：闫浩, 章纪民 2014年 3月

7 / 11

令 S 是平面 0 zyx 上包含于球面 1222  zyx 内的部分，规定 S 的正法向向上，

即正法向与 z 轴成锐角，则根据

stokes 公式得 



S

dxdydzdxdydzI

注意到 S 的单位正法向 )1,1,1(
3

1
n


，有

33)1,1,1(
3

1
)1,1,1(  

SS

dSdSI

12.设有向光滑曲面
S ，

0n 为其单位法向量，
S 为

S 的边界，两者的方向成右

手法则，α 为一个常向量， ),,( zyxr 。求证： .2 0 


 SS
dSd nαlrα

13. 设  为 由 光 滑 圆 锥 面 0),,(: zyxFS 及 平 面

0 DCzByAx 所围成的圆锥体，不妨假设此圆锥体的顶点

在原点．

（1）证明设此圆锥体的体积V 可以表示为 


 dSV )(
3

1 0nr

其中  为区域的边界面，
0n 为其单位外法向量， ),,( zyxr ．

（2）此圆锥体的体积V 也可以表示为
3

Ah
V 

其中 A为圆锥的底面积，h 为圆锥的高．

证明：（１）由 Guass 公式，

VdxdydzdzyxdS 33),,()( 0  
 

Snr

故 


 dSV )(
3

1 0nr

（２）  由两部分组成： 1S （锥面部分）与 2S （底面部分）．因为锥面的顶教在原点，

其上每一点的法向量与径向垂直，故

0)(
1

0 
S

dSnr
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AhdS
CBA

D

dS
CBA

D
dS

CBA

CzByAx

dS
CBA

CBA
zyxdS

S

SS

SS


























2

22

22

222

222222

222

0 ),,(
),,()( nr

其 中 
2S

dSA 为 圆 锥 的 底 面 积 ，
222 CBA

D
h




 为 原 点 到 平 面

0 DCzByAx 的距离，也就是圆锥的高．故

3
)(

3

1
)()(

3

1
)(

3

1

221

0000 Ah
dSdSdSdSV

SSS











 



nrnrnrnr

14.（1）以下哪些命题要求单连通域? (D)

dPQQdyPdxA yxL
)(.   ， L 是 D的正向边界。

0. L
QdyPdxB ， L 为 D内任一闭曲线 在 D内  

l
QdyPdx 与路径 l 无关。

 
l

QdyPdxC . 在 D内与路径 l 无关 在 D内有 duQdyPdx  ， ),( yxuu 

是某个二元函数。

.D duQdyPdx  在 D内成立  yx PQ 在 D内成立。

（2）向量场 jyxYiyxXF


),(),(  在域D内有连续的偏导数，C是D 中任意简单闭

曲线，则下列论断中不正确的是( C ).

(A) 若 0C
ldF


，则在D内必有
y
X

x
Y








；

(B) 若 0C
ldF


，则在D内必有可微函数 ),( yx ，使得

dyyxYdxyxXd ),(),( 

(C) 若在D内处处有
y
X

x
Y








，则 0C
ldF


；

(D) 若 L是D中固定起点和终点的任意一条简单曲线，  
L

ldF

之值

与路径 L无关，则 0C
ldF


.

15.（1）设 ),,(),,( xyzxyzzyx F ，则 Frot ， Fdiv ．

【答案】（０，０，０），０

（2）设
222 zyxu  ，则 )(gradudiv ； )(gradurot 。
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【答案】 0),2,2,2(


zyx

（3）向量场 kjiF zzx cos)32(  是否是保守场 _________ （填是或否）．

【答案】否

16.设 ),( yxQ 在全平面上连续可微,已知曲线积分  
L

dyyxQxydx ),(2 与路径无关,并且

对于任意的 t ,有  
)1,(

)0,0(

),1(

)0,0(
),(2),(2

tt
dyyxQxydxdyyxQxydx .求函数 ),( yxQ .

解: 根据条件得到 xxy
yx

Q
2)2( 








，因此 )(),( 2 yfxyxQ  .

另外算出两个曲线积分

 
tt

dyyQdxxdyyxQxydx
0

1

0

),1(

)0,0(
),1(02),(2

 
tt

dyyftdyyf
00

)()](1[ ，

21

00

1

0

)1,(

)0,0(
)(12),0(),(2 tdyyfdxxdyyQdyyxQxydx

tt
  ，

令两者相等得到
21

00
)()( tdyyfdyyft

t
  .

关于 t 求导数得到 12)(  ttf , 于是 12),( 2  yxyxQ .

17.已知积分  
L

dy
x

xf
dxxxyx

)(
)sin( 与路径无关， )(xf 为可微函数,且 0

2








f ,（1）

求 )(xf ;

(2) 对(1)中求得的 )(xf ,求函数 ),( yxuu  使得 dy
x

xf
dxxxyxdu

)(
)sin(  ;

(3)对(1)中求得的 )(xf ,求上述积分,其中积分路径为从 )1,(A 到 )0,2( B 的任意路径.

解:(1) )sin(
)(

xxyx
yx

xf

x
















2

)()(
sin

x

xfxfx
xx


 ， xxxf

x
xf sin)(

1
)( 2

这是一阶线性微分方程.通解为 )cos(sin)( Cxxxxxf  ,由初始条件得

0
2








f , 1C ,于是 )1cos(sin)(  xxxxxf .

(2)解法一: dyxxxdxxxyxdy
x

xf
dxxxyx )1cos(sin)sin(

)(
)sin( 
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Cyxyxxy
x

u

Cyyy

xxxyxxx
y

u

yxyxxy
x

uxxyx
x

u













sincos
2

)(1)(

1cossin)(sincos

)(sincos
2

sin

2

2







，

，

其中C 为任意常数.

解法二:

Cyxyxxy
x

Cdyxxxxdx

Cdyxxxdxxxyxu

yx

yx











sincos
2

)1cos(sin

)1cos(sin)sin(

2

00

),(

)0,0(

(3)解法一: 积分与路径无关,由 A到B 取平行与坐标轴的两条路径,

2

3
)1()1cos(

220

1







  xdxdyI

解法二:
2

3
)1()()(),(

2
  AuBuyxuI

B

A
。

18.已知
2)( Cxf  且 0)0( f ，又 dyxfdxxfxeyxf x )())](()([  为全微分，求

)(xf ，并使由 )1,1(A 到 )0,1(B 逐段光滑曲线 L 上积分的值为
8

2
。

【解】因为是全微分，有 xxfxf  )()(

齐次方程通解 xcxcxf sincos)(
~

21 

方程 xxfxf  )()( 的特解为 xxF )(2

所以原方程的解为 xxcxcxf  sincos)( 21 ，

1cossin)( 21  xcxcxf ， 01)0( 2  cf ， 12 c

xxxcxf  sincos)( 1 ， 1cossin)( 1  xxcxf

)]1cossin(
2

1
cossin[

)())](()([

1
2

1 



xxcyxxxcd

dyxfdxxfxyxf

由 )0,0(A 到 ),
2

( 


B 积分得
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8
1

8
)1(1)]1(

8
[

22

11

2

1








 ccc ，得 11 c

xxxxf  sincos)( 。

19. 设u 为开集 2D   上的调和函数（即
2 2

2 2
0

u u
u

x y

 
   

 
），证明：

（1） 0 0

1 ln
( , ) ( ln )

2 D

r u
u x y u r dl

 

 
 

  n n ，其中 0 0( , )x y D ，r 为 0 0( , )x y 到 D 上点的向量，

|| ||r  r ，n 为 D 的单位外法向量.

（2） 0 0

1
( , ) ( , )

2 L

u x y u x y dl
R

  ，其中 L是以 0 0( , )x y 为中心，R 为半径位于 D 中的任意一个

圆周.

20.设u 为有界开集 3   上的调和函数（即
2 2 2

2 2 2
0

u u u
u

x y z

  
    

  
），证明：

（1） 0 2

1 cos , 1
( ) ( )

4

u
u u dS

r r 

  
 


r n

r
n

，其中 0r 为内任意一点，r 为 0r 到 上点的向

量， || ||r  r ，n 为的单位外法向；

（2）
0

1 1
1 1

( ) ( )
u ur ru dS u dS

r r 

  
  

    n n n n
，

其中 0 0 0 0 0 0 0( , , ) , ( , ) , ( ) ( ) ( )M x y z B M r x x y y z z          i j k ， || ||r  r .


