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微积分 A（2）第八次习题课题目（第十三周）
一、第二型曲面积分

1.计算积分 


 xydxdyzydzdxxzdydzI 32 ，其中为曲面

)10(
4

1
2

2  z
y

xz 的上侧。

2.(1)求

 

 




S zyx

dyzdxdxydzdzxdy
I

2

3
222

, 其中
S 为球面

2222 Rzyx  的外

侧.

(2) 求       
S

dydxayzdxdzaxydzdyazxI 232323
,其中 S 是球面

2222 azyx  上半球面上侧。

（4）设 )(uf 连续可微,计算积分
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其中
S 为 0x 的锥面 0222  xzy 与球面 1222  xzy ， 4222  xzy 围成的

空间区域的边界面的外侧.

3．计算 ( )d ^ d ( )d ^ d
S

x y z y z x y x y   ， )20(1: 22  zyxS ，外侧．

4．设 S 为平面 1002  zx 在柱面 1)10( 22  yx 内的部分下侧,则 d ^ d d ^ d
S

z x x y 

【 】

.A .B 2.C 2. D

5．计算高斯积分：
S

S
r

nr
d

),cos(
2


，其中 S 为一个不经过原点的光滑闭合曲面．其中n


为 S

上点 ),,( zyx 处的单位外法线向量， kzjyixr
  ， rr

 ．

6．设 )(xf 在 ),(  上有二阶连续导数且． 又设对于空间
3R 中的任意一张光滑的闭合

曲面 S ，都有 0dd2dd)(dd)(  S
x yxzexzxyfzyxf ，求 )(xf 满足的微分方程和

)(xf 的表达式．

7.求 



S

dyzdxdxydzdzxdy ,其中
S 为 1

2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
的外侧.

8. 设 D 是平面区域， D 为逐段光滑曲线，n 为 D 的单位外法向， 2, ( )u v C D ，证明：
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（1）
D D

u
dl udxdy




 

 n ；

（2）
D D D

u
v dl v udxdy u vdxdy




    

  n ；

（3）
D D

u v
u v

dl dxdy
u v

u v

   
  n n .

其中
2 2

2 2
,

x y x y

   
     
   

i j.

9. 设 3   是一空间区域，为逐段光滑曲线，n 为的单位外法向， 2, ( )u v C  ，证

明：

（1）
u

dS udxdydz
 


 

 n ；（2）
u

v dS v udxdydz u vdxdydz
  


    

  n ；

（3）

u v
u v

dS dxdydz
u v

u v 

   
  n n .其中

2 2 2

2 2 2
,

x y z x y z

     
       
     

i j k .

10. 用斯托克斯公式解下列问题

（1）求  
C

xdzzdyydx ,







0
:

2222

zyx

azyx
C .从正 z 轴方向看, C 的正向为反时钟

方向。

解：

 
C

xdzzdyydx =  








S

dS

xzy
zyx

 coscoscos

=  dS
S
   coscoscos

=   23coscoscos adS
S

  

（2）求   
C

dzzdyydxy 222
，其中

C 为曲线
2222 azyx  ， axyx  22

)0,0(  az ，若从 x 轴正方向看去，
C 方向为逆时针方向.

（ 3 ） 设 L 为 平 面 1 zyx 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 的 边 界 ， 方 向 是

)0,0,1()1,0,0()0,1,0()0,0,1( ACBA  ．空间有一个力场

kxjziyzyxF


62),,(  ．

求单位质点P 在 L 上某点出发，绕 L 运动一周时，F

对于质点所做的功．

11.设 L 是球面 2 2 2 1x y z   与平面 0 zyx 的交线，从 z 轴正向看去 L 正向为逆时

针方向，求以下积分
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(1) ( ) ( ) ( )
L

y z dx z x dy x y dz     ； (2)
2 2 2

( 1) ( 1) ( 1)

L

x dx y dy z dz

x y z

    
  ；

(3) 
 



L
zyx

dzxdyzdxy
222

)3()2()1(
.

12.设有向光滑曲面
S ，

0n 为其单位法向量，
S 为

S 的边界，两者的方向成右

手法则，α 为一个常向量， ),,( zyxr 。求证： .2 0 


 SS
dSd nαlrα

13. 设  为 由 光 滑 圆 锥 面 0),,(: zyxFS 及 平 面

0 DCzByAx 所围成的圆锥体，不妨假设此圆锥体的顶点

在原点．

（1）证明设此圆锥体的体积V 可以表示为 


 dSV )(
3

1 0nr

其中  为区域的边界面，
0n 为其单位外法向量， ),,( zyxr ．

（2）此圆锥体的体积V 也可以表示为
3

Ah
V 

其中 A为圆锥的底面积，h 为圆锥的高．

14.（1）以下哪些命题要求单连通域? ( )

dPQQdyPdxA yxL
)(.   ， L 是 D的正向边界。

0. L
QdyPdxB ， L 为 D内任一闭曲线 在 D内  

l
QdyPdx 与路径 l 无关。

 
l

QdyPdxC . 在 D内与路径 l 无关 在 D内有 duQdyPdx  ， ),( yxuu 

是某个二元函数。

.D duQdyPdx  在 D内成立  yx PQ 在 D内成立。

（2）向量场 jyxYiyxXF


),(),(  在域D内有连续的偏导数，C是D 中任意简单闭

曲线，则下列论断中不正确的是( ).

(A) 若 0C
ldF


，则在D内必有
y
X

x
Y








；

(B) 若 0C
ldF


，则在D内必有可微函数 ),( yx ，使得

dyyxYdxyxXd ),(),( 

(C) 若在D内处处有
y
X

x
Y








，则 0C
ldF


；
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(D) 若 L是D中固定起点和终点的任意一条简单曲线，  
L

ldF

之值

与路径 L无关，则 0C
ldF


.

15.（1）设 ),,(),,( xyzxyzzyx F ，则 Frot ， Fdiv ．

（2）设
222 zyxu  ，则 )(gradudiv ； )(gradurot 。

（3）向量场 kjiF zzx cos)32(  是否是保守场 _________ （填是或否）．

16.设 ),( yxQ 在全平面上连续可微,已知曲线积分  
L

dyyxQxydx ),(2 与路径无关,并且

对于任意的 t ,有  
)1,(

)0,0(

),1(

)0,0(
),(2),(2

tt
dyyxQxydxdyyxQxydx .求函数 ),( yxQ .

17.已知积分  
L

dy
x

xf
dxxxyx

)(
)sin( 与路径无关， )(xf 为可微函数,且 0

2








f ,

（1）求 )(xf ;

（2）对(1)中求得的 )(xf ,求函数 ),( yxuu  使得 dy
x

xf
dxxxyxdu

)(
)sin(  ;

（3）对(1)中求得的 )(xf ,求上述积分,其中积分路径为从 )1,(A 到 )0,2( B 的任意路径.

18.已知
2)( Cxf  且 0)0( f ，又 dyxfdxxfxeyxf x )())](()([  为全微分，求

)(xf ，并使由 )1,1(A 到 )0,1(B 逐段光滑曲线 L 上积分的值为
8

2
。

19. 设u 为开集 2D   上的调和函数（即
2 2

2 2
0

u u
u

x y

 
   

 
），证明：

（1） 0 0

1 ln
( , ) ( ln )

2 D

r u
u x y u r dl

 

 
 

  n n ，其中 0 0( , )x y D ，r 为 0 0( , )x y 到 D 上点的向量，

|| ||r  r ，n 为 D 的单位外法向量.

（2） 0 0

1
( , ) ( , )

2 L

u x y u x y dl
R

  ，其中 L是以 0 0( , )x y 为中心，R 为半径位于 D 中的任意一个

圆周.

20.设u 为有界开集 3   上的调和函数（即
2 2 2

2 2 2
0

u u u
u

x y z

  
    

  
），证明：

（1） 0 2

1 cos , 1
( ) ( )

4

u
u u dS

r r 

  
 


r n

r
n

，其中 0r 为内任意一点，r 为 0r 到 上点的向

量， || ||r  r ，n 为的单位外法向；

（2）
0

1 1
1 1

( ) ( )
u ur ru dS u dS

r r 

  
  

    n n n n
，

其中 0 0 0 0 0 0 0( , , ) , ( , ) , ( ) ( ) ( )M x y z B M r x x y y z z          i j k ， || ||r  r .


