
第七次习题课参考解答 三重积分及重积分的应用 

1. 计算下列各题： 

（1）设V 是锥面 2 2z x y= + 和球面 2 2 2 2x y z R+ + = 所围成的区域，求三重积分 
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（3）设 )(tf 在 ),0[  上连续，令  2 2 2( ) ( )F t z f x y dxdydz
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（4） 求三重积分:  dxdydzzyxI 


 ，其中 

 2 2 2 2( , , ) | 1x y z x y z x y       . 

      

解：由对称性可知 0


dxdydzx 和 0


dxdydzy . 因此所求积分

为 dxdydzzI 


 . 以下我们分别用不同方法来求积分. 

方法一、在球坐标系下，令
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方法二、利用柱坐标系，令

cos

sin

,

x r

y r

z z









 

 

则 21
( , , ) | 0 2 , 0 , 1

2
r z r r z r  

 
         

 
，故 

22 1/ 2 1

0 0
8

r

r

I d rdr zdz







    . 

（ 5 ） 设 ( ) ( )f x C 满 足 ( )xf x dx



 且 {( , , ) | }V x y z x y z      . 计 算
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2. 计算下列立体的体积： 

（1） 求由曲面 :S zzyx  4222 )( 所围立体的体积。 

解：记立体的体积为 ( )V  . 对 ],[ z , 由观察可知，经过 ( , , )z  垂直于 z 轴的平面

去截立体所得的截面为圆盘 zD , 圆心位于 ),0,0( z ，半径为 4/14 )( zzrz  ，其面积为 

2/14 )( zz  . 于是 
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（2） 求由六个平面 13  zyx , 13  zyx , 13  zyx 所围立体  

的体积。 



解：作线性变换 zyxu  3 , zyxv  3 , zyxw 3 ，则 
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解：做变换，令 
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则的边界的方程为 sin  ，直角坐标系下的空间区域变为O  坐标系下的区

域： 
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（4）设 , ,a b c      . 计算曲面
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解：做广义球坐标变换，令
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3. 计算下列三重积分的值： 
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则的边界曲面的方程为 2 cosa  ，直角坐标系下的空间区域变为O  坐标系

下的区域： 

 {( , , ) | 0 2 cos ,0 ,0 2 }
2

a


               ， 

 
2( , , )

d d d det d d d sin d d d
( , , )

x y z
x y z        

  


 


， 

故 

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2 2 2

4

2 2 cos
42

0 0 0

5
52

0

5
5

0

2

( ) ( ) sin

( ) sin

sin ( )

32
sin cos ( )

5

3

sin cos cos

si

2
sin cos

n cos cos

sin cos cos

sin cos 2

5

a

x z dxdydz d d d

d d d

d d d

a
d

a






 





    

  

  

    

    

    

   





















 

 









 



  



2 2

2

2

5
52

0

5 5

sin 2cos )

1 c

(

32
cos ( (cos )

5

32 1 1 28
( )

os )

.
5 6 8 15

d

a
d

a a






 



 









   









 

（2） , {( , , ) | }
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则的边界曲面的方程为 1  ，直角坐标系下的空间区域变为O  坐标系下的区

域： 
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（3） x dxdydz



 ，其中由曲面 z y ， z y  及平面 , ,z x z x   ,z z   围

成。 

解：空间由关于Oxz 坐标平面对称的两个区域组成，设  是第一卦限中的区域，则
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作变换： 
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则直角坐标系下的空间区域  变为O uvw 坐标系下的区域： 
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（4） ( )x y z dxdydz


  , 其中 {( , , ) | 1}x y z x y z     .  

解：由于是对称的上下金字塔结构，由对称性易知 0,xdxdydz


  故所求积分是在第

一卦限区域 1 内积分的 8 倍。此外，还具有轮换对称性，故 
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（5） xyzdxdydz
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 ， 2 2 2 2 2 2{( , , ) | 4, ( 2) 4, 0, 0}.x y z x y z x y z x y            

解：由于是对称的上下
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球冠结构，且关于 1z  对称，计 up 和 down 分别表示区域

位于平面 z 上方与下方的区域，则由对称性，我们有 
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 则直角坐标系下的空间区域 在 Oxy 坐标平面上的投影区域 xyD 变为
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2

D


        ，且 

 
( , )

d d det d d d d
( , )

x y
x y     

 


 


， 

故 
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2 2 2 ( 1 4 )

2 sin cos ( 4 1)

2 sin (sin ) ( 4 1)

( 4 1) 8 sin (2cos 1)2cos
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t

xyzdxdydz xydxdydz xydxdy dz xy x y dxdy

d d

d d

d t t tdt







     

    

  

  
 



      

  

  

    



    



 

 

 

4. 解答下列各题： 

(1) 计算螺旋面 : cos , sin ,S x r y r z a     （  20  ,0  Rr ，a 为常数）的面

积。 

解： ( ) ( ) ( ) ,r r rE x y z         ( ) ( ) ( ) ,F x y z r a  

            G   ,  

所以曲面的面积 












R

drGEFdS



 ln( ) ln .

R

d a r dr R a R a R a R a a



   


       

 

          

(2) 求由球面   azyx 和柱面 axyx  22 （这里 0a ）所围有界立体的体积

和表面积。（立体称作 Viviani 立体）。 

解：首先求立体的体积. 显然立体关于Oxy 坐标平面对称。因此其体积 










axyx

dxdyyxaV )( . 

作极坐标变换 cosrx  ， sinry  . 注意到Oxy 平面上的圆 axyx  22 的极坐标方

程为 cosar , 
22
   . 故 


















d
a

drardrradV

a
a











 
























 |)sin|()()(

cos
cos


















  9

8

3

2

3

2

23

4
)sin1(

3

4 3
32

0

3
3 





a
a

d
a

. 

下求立体的表面积S . 显然 柱球 SSS  ，这里 球S 代表球面的上下两个部分的面积，

柱S 代表柱面部分的面积。 根据对称性, 有  












axyx

yx dxdyzz )()(1S球
，其中 222 yxaz  是上半球面的方程。 

计算得 



 



axy

dxdy
yxa

a

x

球S . 用极坐标变换 cosrx  ， sinry  , 

则 






























 daaa
ra

rdr
da

a

])cos([

cos

球S  







da 



2

2

2 |)sin|1(2 )2(2 2  a . 

对于柱面部分的面积 柱S ，则用第一型曲线积分来计算比较方便。回忆第一型平面情形线积

分的几何意义可知 








axy

dlyx
2x

2
柱 a2S . 取圆周 axyx  22 的参数方程为

t
aa

x cos





 ， t
a

y sin


 ， 20  t . 于是 















dt
a

adttytxtytxa t )sin()()()()(

2

0

柱 2S 24a .  

(3) 求两个圆柱 222 azy  和 222 azx  相交部分的体积和表面积，这里 0a . 

解：记所考虑的立体为， 其表面（即边界）为曲面S . 根据对称性，我们仅考虑立体

和曲面S 于第一卦限( 0,, zyx )的部分（分别记作 1 和 1S ）的体积和面积。曲面S 和 1S 的

面积分别记为 S 和 S，显然 ))( 1( VV ， S S  . 

在第一卦限，体积 )( V 可看作是两个柱面下的体积： 

22 xaz  ， ax 0 ， xy 0 ， 

22 yaz  ， ay 0 ， yx 0 ， 

而面积则是这两个柱面在给定范围内的面积。于是 










 
yxayxyax

dxdyyadxdyxaV
,

)(
,00

. 

不难看出，上述两个积分相等。 因此 





















axa

xyax

a
dxxaxdydxxadxdyxaV

,00

)( . 



下求 S . 













yxay

yx

xyax

yx dxdyzzdxdyzzS
,

)()()((
,00

2)1 ， 

第一个积分里 22 xaz  ； 而第二个积分里 22 yaz  . 显然这两个积分相等。因此 













 





  a
xa

xdx
a

xa

ady
dxdxdyzzS

ax

yx

a

xya,0x0

1 . 

故





a
)V( ，  aS .  

(4) 设环面S的参数方程： 

 cos)cos( abx  ，  sin)cos( aby  ， sinaz  ， （*） 

 20  ，  20  ， ba 0 . 

求环面S的面积，以及由环面S所包围的立体（实心轮胎）的体积。 

 

解：首先求环面S的面积 S ，计算得  

 cossinax  ，  sinsinay  ，  cosaz  ， 

 sin)cos( abx  ，  cos)cos( aby  ， z   . 

故   azyxE  ，   )cos(  abzyxF ，G   . 

于是S的面积为 











   




abdabadddFEGS )cos(
,20

. 

下求立体的体积 


 dxdydz)V( . 转化为先二后一的累次积分。 

对 [ , ]z a a   , 经过 ( , , )z  做垂直于 z 轴的平面去截立体，所得截面是一个平面环域，

即由两个同心圆周所围成的有界闭域。记这个平面域为 z . 于是 ( ) ( )
a

z
a

V V dz


   . 作

变量代换 sinaz  ， ],[
22
  . 根据环面方程（*）我们不难看出平面环域 

sina 大圆周的半径为 cosabR  ，小圆周的半径为 cosabr  . 于是其面积为 

 cos)()( sin abrRS a   . 由此得 
















  









badbaadabdzVV
a

a
z cos)sin(cos)()( .  

(5) 求由曲面
2 2x y az  与

2 22z a x y   所包围的空间几何体的表面积. 

解： 

 

情形 1： 当a  时, 曲面分为上曲面的锥面  2 2

1 ( , , ) , 2∣x y z z a z a x y      与下

曲面的抛物面  2 2

2 ( , , ) ,∣x y z z a az x y    . 两曲面的交线

 2 2 2( , , ) ,x y z z a x y a    ∣ 上的锥面  的面积: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 2 2x y
x y a x y a

S z z dxdy dxdy a
   

       , 

两曲面的交线下的抛物面
 的面积: 

 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

1
1 4x y

x y a x y a
S z z dxdy a x y dxdy

a   
         

2
2 2 2

0 0

1 5 5 1
4

6

a

d a r rdr a
a



 


    , 

于是表面积
2

1 2 (6 2 5 5 1)
6

S S S a


     . 

情形 2：当 0a  时, 所围空间体的上表面为抛物面  2 2

1 ( , , ) 4 ,∣x y z z a az x y    ， 

下表面为锥面  2 2

2 ( , , ) 4 2 , 2∣x y z a z a z a x y       , 两曲面的交线为 

 2 2 2( , , ) 4 , 4x y z z a x y a    ∣ ， 

上抛物面  的面积: 



 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1
4 4

1 17 17 1
1 4

6
x y

x y a x y a
S z z dxdy a x y dxdy a

a


   


         . 

下锥面
 的面积: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2
4 4

1 2 4 2x y
x y a x y a

S z z dxdy dxdy a
   

       . 

故表面积 2

1 2 (24 2 17 17 1)
6

S S S a


     .   

综上:

2

2

(6 2 5 5 1) , 0,
6

(24 2 17 17 1) , 0.
6

a a

S

a a






  

 
   


 

 

5. 设 )( ijaA  为 33 实对称正定矩阵， 



3

1.

)(
ji

jiij xxaxH , 则 1)( xH 表示三维空间的

一个椭球面。 

(i) 证明：椭球面 1)( xH 所包围立体的体积为 ( ) .
det

V
A


 


  

(ii) 计算积分 321

1)(

)(
dxdxdxeI

xH

xH




 .  

证明：(i) 由于 A是实对称正定矩阵，因此存在可逆矩阵 P ，使得 PPA t . 立体在线性

变换 Pxy  作用下的像集是单位球。 这是因为 

3

3

2

2

2

1

3

1.

1 yyyyyPxPxAxxxxa tttt

ji

jiij 


＝ ， 

其中 ( , , )tx x x x   和 ( , , )ty y y y   是两个列向量。于是立体的体积 

)(V 



   dydydyPdxdxdx
BV

|det| |det| 1 P (V  |det|
3

4 1 P


. 

根据关系 PPA t ，我们有 AP det)(det 2  ，于是 |det| 1P 
AP det

1

|det|

1
 . 

故 ( ) .
det

V
A


 


 证毕. 



(ii) 由于实对称矩阵 A 正定，因此存在正交矩阵Q，使得 QQA t ，其中为对角阵，

对角元分别为 A的三个特征值。 我们记这三个特征值为 a ，b ，c ，它们均为正的。于是

在正交变换 Qxy  下，我们有 321

12
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 dydydyeI

cybyay

cybyay





 . 

再对上述积分做广义球坐标变换 sin cosr

a
y    ， sin sinr

b
y    ， cosr

c
y   ， 

得
, ,

( )
sinr r

r

e
I e r drd d r e dr

abc abc abc   

 
  



 

      

    
    . 

由于 Aabc det , 因此
A

e
I

det

)2(4 



.  解答完毕. 

 

广义重积分计算（这部分内容大纲不做要求，同学们根据自己的情况自由选择练习） 

6. 计算广义三重积分 





)1)(1( 2222 zyzx

dxdydz
I ，其中  为无穷长的方体  ：

1,0  yx ， 0z . 

 

解：将上述积分化为如下累次积分(先一后二) 








0

2222

1,0
)1)(1( zyzx

dz
dxdyI

yx

， 

再将内层积分的被积函数分解为两个简单分式之差 
















 22

2

22

2

222222 11

1

)1)(1(

1

zy

y

zx

x

yxzyzx
， yx  。于是 

)(211

)(1

)1)(1(
0

22

0

2222

0

2222 yxzy

ydyz

zx

xzxd

yxzyzx

dz
























 



。（*） 

由此得 2ln
2

1,0







 
 yx

yx

dxdy
I . 

注：上述三重积分有两处奇性： z 处，以及 0 yx （ z 轴）上。它们的收敛性不

难证明。另外积分（*）的最后第二个等式当 yx  时仍然成立，这可以直接证明，者通过

连续性证明。解答完毕 


