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第九次习题课参考解答 曲面积分、Gauss 公式和 Stokes 公式的应用 

 

1．计算  
S

Syx d)( 22 ．其中 S 是锥体 122  zyx 的边界． 

解：分别记 1S 和 2S 为锥体的侧面和上底面，则 

 
S

Syx d)( 22
 

1
d)( 22

S
Syx  

2
d)( 22

S
Syx ， 

在 1S 上， yxdxdyzzS yx ddd   （ 22 yxz  ）. 

在 2S 上， dxdyyxzzS yx  dd1d 22 （ 1z ）．于是 

 














/)()( 


rrrdxdyyxSyx
yx

S
ddd ， 












 


/)()( 


rrrdxdyyxSyx

yx
S

ddd
2

． 

于是所求曲面积分 )2/12/1(d)( 22  
S

Syx ．解答完毕。 

 

2．求  
S

dSzyxI 2)( , 其中 S 为球心在坐标原点的单位球面. 

解:  
SS

dSzxyzxyzyxdSzyxI )222()( 2222  

 
SS

dSzxyzxydSzxyzxy )(24)2221(   

其中 4 是球的表面积. 由对称性可知, 0 
SSS

zxdSyzdSxydS , 故 4I . 

解答完毕。 

 

3． 计算第一型曲面积分 dSzI
S

 , 以及第二型曲面积分 dydxzJ

S

 


, 其中曲面 S 为球

面 2222: azyxS  ，定向曲面 S 的正法向向外。 

解：分别记 1S ， 2S 为 S 的上半球面和下半球面，它们的方程为 

1S ： 222 yxaz  ， }   ),,{(),( 222 ayxyxDyx  , S 

 方向向上。  

2S ： 222 yxaz  ， Dyx ),( ， S 

 方向向下。 

考虑第一型曲面积分 I . 由球面的对称性， 

我们有 dSzdSz
SS

 

21

. 因此  

121

2
SSSS

zdSdSzdSzdSzI . 

对于上半球面 1S ， 面积微元
222

22

1
yxa

dxdya
dxdy

y

z

x

z
dS




























 . 于是 

.
S x y a x y a

a
I zdS a x y dxdy a dxdy a

a x y


     


   

  
   

         
 

     

考虑第二型曲面积分 J . 

dydxzdydxzdydxzJ

SSS

 








.  
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注意到 | | ,

S S S

z
z dx dy z dS z dS

a a
  


        

| | ,

S S S

z
z dx dy z dS z dS

a a
  


         

故 0. 








dydxzdydxzdydxzJ

SSS

 解答完毕。 

 

4． 记 S 为锥面 22 yxz  被柱面 xyx 222  所截的有限部分。规定曲面 S 的正向向下，

所得的定向曲面记为 S . 求下面两个积分的值。 

    (i) 
S

zdS .    (ii)   
S

x y z xdy dz ydz dx zdx dy


         .  

解：(i) 简单计算知锥面 22 yxz  的面积微元为 dxdydS 2 . 因此 


S

zdS  









cos2

0

2
2

2

2

22 22
22

dddxdyyx

xyx
9

232
. 

(ii) 不难计算曲面 S 的单位正法向量为   /),/,/( yxyyxx .  

将第二型曲面积分转化为第一型曲面积分，有 

)( dyzdxdxydzdzxdyzyx 




S

 

.,,),,( 


















  



SS

dSdS
yx

y

yx

x
zyxzyx  解答完毕。 

 

5．求积分 


 dydxzhdxdzygdzdyxfI )()()( ，其中  为长方体 

],0[],0[],0[ cba  的边界，正法向朝外，函数 )(xf , )(yg 和 )(zh 均为连续函数。  

解：边界面由 6 个平面构成，其朝外的单位法向量分别为： 

0x ： )0,0,1(n ， ax  ： )0,0,1(n ， 

0y ： )0,1,0( n ， by  ： )0,1,0(n ， 

0z ： )1,0,0( n ， cz  ： )1,0,0(n ， 

所以 )]0()([)0()()(

0
0

0
0

fafbcdydzfdydzafdzdyxf

cz
by

cz
by

 






. 

同理 )]0()([)0()()(

0
0

0
0

gbgacdzdxgdzdxbgdxdzyg

ax
cz

ax
cz

 






， 

)]0()([)0()()(

0
0

0
0

hchabdzdxhdxdychdydxzh

by
ax

by
ax

 






. 
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因此 )]0()([)]0()([)]0()([ hchabgbgcafafbcI  . 解答完毕。 

 

6．设 S 为锥面 222 yxz  位于 h0  z 的部分，正法向向下。设 kjiv zyx  为流

体运动的速度场。求流体在单位时间里通过定向曲面S 由内向外的流量 Q，即求曲面积分 






S

dQ Sv . 

解：曲面（锥面） S 的指定方向的单位正法向量
z

zyx

2

),,( 
n . 于是所求流量为 

  dSzyx
z

zyxdSdQ
SS S

),,(
2

1
),,(nvSv 0

2

1 222




 
S

dS
z

zyx . 

解答完毕。 

 

7．记 S 为圆柱面 1: 22  yxS 位于 20  z 的部分，外法向为正，计算曲面积分 

( ) ( ) .
S

I x y z dy dz x y dx dy


        

解：记立体 20,1: 22  zyx ； 1: 22

1  yxS ， 0z ，正法向向下； 

1: 22

2  yxS ， 2z ，正法向向上。根据 Gauss 公式得 

( )
( ) ( ) ( )x y z dy dz x y dx dy y z dxdydz zdxdydz


 

            

.d rdr zdz


 
  

  
        

而
( )

( ) ( ) ( ) ( )
S S S

x y z dy dz x y dx dy x y z dy dz x y dx dy
   

   
            ， 

其中， 

   ( ) ( ) ( ), , ( ) , ,
S S

x y z dy dz x y dx dy x y z x y dS

 

               

( ) ( ) ,
S

x y

x y dS y x dxdy
   

         

   ( ) ( ) ( ), , ( ) , ,
S S

x y z dy dz x y dx dy x y z x y dS

 

               

( ) ( ) ,
S

x y

x y dS x y dxdy
   

        

所以 ( ) ( ) .
S

I x y z dy dz x y dx dy 


         解答完毕。 

 

8. 设为由圆锥面 S : 222 zyx  和平面 0 DCzByAx 所围成的圆锥体。  
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证明：圆锥体的体积



Sh

V ，其中 S 为圆锥的底面积，h 为圆锥的高。 

证明：由于 21 SS  ，其中 1S 记锥面部分， 2S 记底面部分．因为锥面的顶点在原点，

其上每一点的法向量与径向垂直，故 
S

dS)( nr ，其中n为锥面


1S 的单位正法向量。 

2S 为平面 0 DCzByAx 的一部分，其单位法向量为
222

),,(

CBA

CBA




． 注意到在

2S 上，点的位置向量与正法向成锐角。因此 

AhdS
CBA

D

dS
CBA

D
dS

CBA

CzByAx

dS
CBA

CBA
zyxdS

S

SS

SS






































),,(
),,()( nr

 

其中 



S

dSS 为圆锥的底面积，而
222 CBA

D
h




 为原点到平面 

0 DCzByAx 的距离，也就是圆锥的高．故 
































 



Sh
dSdSdSdSV

SSS

)()()()( nrnrnrnr . 解答完毕。 

 

9. 设一元函数  xf 在 ,0 上连续可导, 且对于任何位于半空间 }0   ),,,{(  xzyxRx 中 

的光滑有向封闭曲面  xRS ，有 ( ) ( ) x

S

xf x dy dz xyf x dz dx e zdx dy       . 进一

步假设   1lim
0




xf
x

，求  xf . 

解：对于  xRzyx ),,( 000 . 作以 ),,( 000 zyx 为球心，以 0r 为半径的闭球 xB 使得  xr RB . 

于是由假设得 ( ) ( )

r

x

B

xf x dy dz xyf x dz dx e zdx dy



       . 

故据 Gauss 公式，有
( ( )) ( ( )) ( )

r

x

B

xf x xyf x e z
dxdydz

x y z

     
    

   
 ， 

即 0])()1()('[ 2  dxdydzexfxxxf x

Br

. 

再根据三重积分的积分中值定理可知, 存在 ],[ 00 rxrx  ，使得 

  0)()1(' 2   eff . 

令  0r 即得   0)()1(' 02

0000 
x

exfxxfx . 
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由于 00 x 是任意的，故   0)()1(' 2  xexfxxxf ， 0x . 

这是一阶线性常微分方程，求得其通解为    x
x

ec
x

e
xf  .  

由假设   1lim
0




xf
x

，可得 1c . 因此    1 x
x

e
x

e
xf . 解答完毕。 

 

10. 利用 Stokes 公式计算积分 




L

dzyxdyxzdxzyI )()()( , 其中 L 为圆周 





















2
0tan

2222


xy

azyx

 

从ox轴的正向看去, 正向为逆时针方向。 

解: 记 S 为由圆周 L 在平面 tanxy  上所围的部分（闭圆盘），其正法向与 x 轴正向成锐

角。由 Stokes 公式得 

( ) ( ) ( ) ( , , )

L S

I y z dx z x dy x y dz dS


             n  

其中n为 S 的单位正法向量。由假设知   ,cos,sin n . 于是 

( , , ) (sin , cos , )
S

I dS         )sin(cos2)sin(cos2 2    adS
S

， 

其中 2adS
S

 为平面 tanxy  在球面 2222 azyx  部分内的面积。解答完毕。 

 

11. 设有向曲线 L 是平面 0 zyx 与球面 1222  zyx 的交线，从 z 轴正向看去为

逆时针方向。求第二型曲线积分 
 




L
zyx

dzxdyzdxy
I

222

)3()2()1(
.  

解：首先注意 




L

dzxdyzdxyI )3()2()1( .  

记 S 为平面 0 zyx 上包含于球面 1222  zyx 内的部分，且 S 的正法向与 z 轴

的正向成锐角。根据 Stokes 公式得 




S

dydxdxdzdzdyI . 注意到 S 的单位正

法向 )1,1,1(
3

1
n


. 于是 33)1,1,1(

3

1
)1,1,1(  

SS

dSdSI . 解答完毕。 

 

12. 设  是锥面的一部分： ,22 yxz   10  z ，规定其正法线向下，求曲面积分 

( )I xdy dz ydz dx z dx dy


         . 

解：设单位圆盘 1  : 22

1  yx ， 1z ，正法线向上。记由锥面  和圆盘 

 所围成的立

体为 . 应用 Gauss 公式得 
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( ) ( ) .xdy dz ydz dx z dx dy dxdydz V 
 

 


                

而积分 ( ) ( ) .xdy dz ydz dx z dx dy z dS

  

               

因此 ( )I xdy dz ydz dx z dx dy 


           . 解答完毕。 

13．计算高斯积分
cos ,

S

r n
I dS

r
  ，其中 S 为一个不经过原点的光滑封闭曲面，其中n


为S

上点 ),,( zyx 处的外单位法向量， kzjyixr


 ，
222 zyxrr 


． 

解：记 33 /),,(/ rzyxrrV  . 则
cos ,

S

r n
I dS

r
   

SS

SnVSn
r

r
dd

3




. 当 S 不

包围坐标原点时，向量值函数V 在由 S 所包围的闭区域内连续可微。因此利用 Gauss 公式

可得曲面积分 
S

ndSV . 当 S 包围坐标原点时，原积分等于向量值函数V 沿着球面

 : 2222  zyx （外侧）上的第二型曲面积分．于是 




4
1

d
),cos(

232
 

 

dSdS
r

r

r

r
dSnVS

r

nr
I

S


. 解答完毕。 

 

14. 设  为曲面 2 21 3 3x y z   的前侧，求 3 3d d ( 2)d d d dx y z y z x z x y


      . 

解：设  ( , , ) | ,= x y x y z x  

       ，方向指向 x 轴负向。      

则由 Gauss 公式， 

1

3 3

+

d d ( 2)d d d dx y z y z x z x y
  

     
2 2

2 2

:0 1 3 3

(1 3 3 )d d d

x y z

y z x y z

    

   ， 

设 cos , siny r z r   ，则 

2

2 2

3 3
2 1 32 2 2 2 23 3

0 0 0 0

:0 1 3 3

(1 3 3 )d d d (1 3 ) 2π (1 3 ) 1 3
r

x y z

y z x y z d r rdr dx r r r dr





    

           ，                                               

令 r t  , 则
3

2 23

0
2π (1 3 ) 1 3r r r dr 

1 2 2

0

2
(2 )

3
t t dt


 

14π

45
 . 

又
2 2

3 3

1
, 0

3

d d ( 2)d d d d 0

y z x

x y z y z x z x y

  

       ，                             

因此 3 3d d ( 2)d d d dx y z y z x z x y


     
14π

45
 . 
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15. 设为球面 x y z z      ，计算曲面积分 ( ) .I ax by cz dS  



     

解：设  是球面 ( )x y z     的外侧，则其外单位法向量 ( , , )n x y z  . 

将曲面积分变形： 

( ) ( ( )) ( )I ax by cz dS ax x by y cz z dS c z dS cdS  

   

               . 

将第一型曲面积分转化为第二型曲面积分，并利用 Gauss 公式， 

记 {( , , ) | }x y z x y z z        ，则  

( ( ))

( ) ( ).

ax x by y cz z dS axdy dz bydz dx czdx dy

a b c dxdydz a b c

 



          


     



 


 

又 ( ) ,c z dS cdx dy dxdydz
 

          .cdS c


   

故 ( ).I a b c


   


 


