
第二次习题课参考解答(复合函数链式法则、高阶偏导数、方向导数) 
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其中符号 ,f f 
 分别表示函数 ( , )f x y 分别对第一个中间变量和第二个中间变量求偏导。 

（2）设 ),,( 2
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2. 设      xxxfxg ,, ，其中函数 f 和的二阶偏导数连续，求 ( )g x . 

解：由      xxxfxg ,, 两边对 x 求导，得 
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两边再对 x 求导，得 
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其中符号 ,  
 分别表示对其第一个中间变量和第二个中间变量求偏导。  



3. 设 ),( yxzz  二阶连续可微，并且满足方程 02
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解：因为 ),( yxzz  二阶连续可微，因此二阶混合偏导与求偏导顺序无关。将 yx, 看成自

变量， vu, 看成中间变量，利用链式法则得 
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4. 设 2),( Cyxu  , 又 0
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解: 因为
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x
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
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由已知， 
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联立 (1), (2), (3)解得: 
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5. 设  yxz , 是定义在矩形区域   byaxyxD  0,0, 上的可微函数。证明: 

（1）       0,,, 





x

z
Dyxyfyxz ; 

（2）        , , ,
z

z x y f y g x x y D
x y


     

 
. 

证明: (1) “ ”显然. 

        “ ” 任取 [ , ]x a   . 任意固定 [ , ]y a  ，关于 x 的一元函数 ( , )z x y 在以 x 与

x为端点的区间上应用微分中值定理，则存在 使得   



  ,0)(,),(),( 00 
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
 xxy
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z
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这样 ),(),( 0 yxzyxz  ，故 )(),( yfyxz  与 x 无关. 

(2) “ ” 显然。 

   “ ” 因为 ,
z
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z
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
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
与 x 无关. 故 

     , ( ) ( )z x y h y dy g x f y g x    . 

6. 计算下列各题： 
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x

yy
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，求
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解： 令 , ,
y x

u v
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   则 vz u . 所以 
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 因此
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(2)  设 ( , )f u v C  且 ( , )x yz f e xy . 求 , .
z z

x x y

 

  
  

解： 令 , ,x yu e v xy   则 ( , )z f u v . 由复合函数的链式法则， 
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     ( )( ) .x y x y x yf f f f f
e e x y e yx

u v u v u v

  
   
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(3)  设函数 f 二阶可导，函数 g 一阶可导。令 

( , ) ( ) ( ) ( )
x y

x y
z x y f x y f x y g t dt




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解：由复合函数求导法则及变限积分求导，可得 
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
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z
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y


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
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z
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




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( ) ( ) ( ) ( )
z

f x y f x y g x y g x y
x y


          
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(4) 设 , ,( , )
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x ye x yf x y
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 


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
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   

 求 ( , )xxf    与 ( , )xyf    . 

解：
( , ) ( , )

( , ) lim ,x
x

f x f
f

x

   
        

对 ( , ) ( , )x y    ， ( , )
( )

x y

x

x
f x y e
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 


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

  


 
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因此
( , ) ( , )

( , ) lim lim
x

x x
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x x

f x f e
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x x




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 

     
       ;    

( , ) ( , )
( , ) lim .x x

xy
y

f y f
f

y

    
       

(5) 设 ( , ) sinxf x y e y ，求 ( ) ( , )n m

n m

x y
f    . 

解：因为 ( ) ( , ) sin( )n m

n m x

x y

m
f x y e y   


，因此 

( )
, ,

( , ) sin
( ) , ,

n m

n m

kx y

m km
f

m k




  
    

    
其中 .k    

7. 证明：函数
, ( , ) ( , )

( , )

, ( , ) ( , )

xy
x y

x yf x y

x y

 


  

 
   

 在 ( , )  点不连续，但在该点存在任

意阶偏导数 ( , )
n

n

f

x


 


和 ( , )

n

n

f

y


 


. 



证明：令 y kx ，则
( , ) ( , )

lim ( , )
x y

k
f x kx

k   



依赖于 k 的值，因此 ( , )f x y 在 ( , )  的

极限不存在，从而在该点不连续。但 

( , ) ( , )
( , ) limx

x

f x f
f

x

   
      . 

当 ( , ) ( , )x y    时，
( )

( , )
( )

x

y y x
f x y

y x

 

  


 


，因此 

( , ) ( , )
( , ) lim x x

xx
x

f x f
f

x

    
      . 

当 ( , ) ( , )x y    时，
( )

( , )
( )

xx

xy x y
f x y

y x

 

  

 
 


且 

( , ) ( , )
( , ) lim xx xx

x

f x ff

x x



 

    
    


； 

当 ( , ) ( , )x y    时，假设
( , )

( , )
( )

n

n n

f yp x y
x y

x y x



   




 
且 ( , )

n

n

f

x






   


，其中 ( , )p x y

是关于 ,x y 的多项式. 则 

[ ( , )( ) ( , )]
( , )

( )

n

x

n n

y p x y y x nxp x yf
x y

x y x

 

  

   


 
 

且

( , ) ( , )

( , ) lim

n n

n n n

n x

f f
x

f x x

x x

 

  

 

 
   

      


，从而 

( , ) ( , )

( , ) lim

n n

n n n

n x

f f
x

f x x

x x

 

 



 
   

      


. 

由于 ( , )f x y 的表达式中 ,x y 的地位对称，同理可得 ( , )
n

n

f

y


   


. 证毕 

8. 设 ( , )u x y 有二阶偏导数，无零点。证明： ( , )u x y 满足方程
2u u u

u
x y x y

  
 

   
当且仅当

( , ) ( ) ( )u x y f x g y . 

证明：充分性显然,下证必要性. 假设
2u u u

u
x y x y

  
 

   
. 由于 ( , )u x y 没有零点，因此有 



2

2
0,

u u u
u

x y x y

u

  


   


 

即

1

0.

u

u y

x

 
  

  


 故 ( )
u

r y
u y

 



, 所以

(ln )
( )

u
r y

y





；两端关于 y 求不定积分，得

ln ( ) ( )u t x I y  ，从而 ( , ) ( ) ( )u x y f x g y . 证毕   

9. 设 ( , ) ( )f x y C   满足 Laplace 方程 .
f f

x y

 

 

 
  

 
 

证明： ( , ) ,
x y

u x y f
x y x y   

 
  

  
也满足 Laplace 方程. 

证明：因为
( ) ( )

u y x xy
f f

x y x y x

 

      

  
  

  
，

( ) ( )

u xy x y
f f

y y x y x

 

      

  
  

  
， 

因此 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
,

( ) ( )

u y x xy y x y x
f f f

x y x y x y x

x y x x y y y x x y
f f

y x y x

       

           

       

      

    
    

   

      
  

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
,

( ) ( )

u y x xy x y y x
f f f

y y x y x y x

x y x y x y y x y x
f f

y x y x

       

           

       

      

    
    

   

      
  

 

 

由于 f f 
   ，故

( )
( ) ( ) .

( ) ( )

u u y x y x
f f f f

x y y x y x

      

          

   
         

   
证毕 

10. 设 n 为整数，若对任意的 t  ， ( , ) ( , )nf tx ty t f x y ，则称 f 是n 次齐次函数。证明：

可微函数 ( , )f x y 是零次齐次函数的充要条件是 0.
f f

x y
x y

 
 

 
 

证明：先证必要性。设可微函数 ( , )f x y 是零次齐次函数，即 

( , ) ( , ) ( 0)f tx ty f x y t   .         (4) 

若 f 在坐标原点处有定义，则由 f 的连续性可知 ( , ) (0,0), ( ( , ))f x y f x y  . 结论显



然成立。 

现在假设 f 在坐标原点处没有定义。则由复合函数的链式法则，方程(4)两边分别对 t 求

导，得 ( , ) ( , ) 0
f f

x tx ty y tx ty
x y

 
 

 
. 令 1t  ，即得  

( , ) ( , ) 0
f f

x x y y x y
x y

 
 

 
. 

必要性得证。 

下证充分性。设 ( , )f x y 满足 0.
f f

x y
x y

 
 

 
 令 cos , sin .x r y r    则 

1
cos sin ( ) 0.

f f f f f
x y

r x y r x y
 

    
      

    
 

上式说明 f 在极坐标系中只是 arctan
y

x
  的函数，这等价于只是

y

x
的函数。可记

( , ) ( )
y

f x y
x

 . 显然是零次齐次函数。 

充分性证法二：任取 2( , )x y  ，并令 ( , )r x y . 因为 ,x yxf yf     因此 

( , )

( ) ,x y

x y

f
xf yf

r r

 
    


 

即 f 沿着任意方向的方向导数都等于零，从而 f 沿着任意方向的函数值不变。故在极坐标

系中，由原点出发的任一射线上函数值相等。所以在极坐标系中 f 只是 的函数。证毕 

11. 设 ( , )f x y 在 ( , )P x y   可微。已知v i j  ， u i j    ，且
P

f

v



 


， 

P

f

u






，

求 ( , )f x y 在 ( , )P x y   的微分。 

解：因为 ( , )v i j     ， ( , )u i j       ，且 ( , )f x y 在 ( , )P x y   可微，因此 

( ( ), ( )) ( , ) ( ( ) ( ))x y x y

P

f
f P f P f P f P

v


   

   
         

   
， 

( ( ), ( )) ( , ) ( ( ) ( ))x y x y

P

f
f P f P f P f P

u


   

   
          

   
， 

由此解出 ( ) , ( )) .x yf P f P 
            所以 ( , )f x y 在 ( , )P x y   的微分 

( ) ( ) ( ) .df P dx dy            



12. 设 ( , )f x y 为可微函数， ,l l  是
2 上的一组线性无关的向量。试证： ( , )f x y 在任一

点 ( , )P x y 沿任意向量 l 的方向导数 ( )
l

f P 必定能用 ( )
l

f P


 与 ( )
l

f P


 线性表示。    

证明：令 (cos ,cos ), (cos ,cos )l l          .  

因为 ( , )f x y 可微，故 

( ) ( ) cos ( ) cos

( ) ( ) cos ( ) cos .

x yl

x yl

f P f P f P d

f P f P f P d

 

 





  

  

    


    

 

由于 ,l l  线性无关，因此由上式解出
( ) cos cos

( ) cos cos

x

y

f P d

f P d

 

 



  

  

     
          

. 

于是，对任意的向量 (cos ,cos )l   ， 

 

 

 

( )
( ) ( ) cos ( ) cos cos , cos

( )

cos cos
cos , cos

cos cos

, ,

x

x yl
y

f P
f P f P f P

f P

d

d

d
a b

d

   

 
 

 



  

  





 
       

   
    

   

 
  

 

 

 其中    
cos cos

, cos , cos .
cos cos

a b
 

 
 



 

 

 
  

 
 

13. 设 ( , ) , ( , ).f x y x xy y P 

      试求
P

f

l





，并问：在怎样的方向 l 上，方向导数

P

f

l





分别有最大值、最小值和零值。 

解：因为 ( , )f x y 可微，且 ( , ) ( , )( ) ( ) | , ( ) ( ) |x yf P x y f P y x     
        ， 

因此对任意的单位向量 (cos ,cos )l   ， cos cos .
P

f

l
 




 


 

当 ( , )l    是梯度方向时，
P

f

l



 


达到最大； 

当 ( , )l    时，
P

f

l



  


达到最小； 

当 ( , )l    或 ( , )l    时，即








或



时，

P

f

l



 


.     



14. 设 ,a b是实数，函数 2 22z ax by   在点 (3,4) 处的方向导数中，沿 3 4  i jl 的方向

导数最大，最大值为 10，求 ,a b . 

解：由于函数可微，因此函数沿着梯度方向的方向导数达到最大，又 

(3,4) (3,4)

6 , 8
z z

a b
x y

 
 

 
， 

且方向导数的最大值为 10，故
1 6 8

( 3, 4) ( , ).
5 10 10

a b
    从而

,

a

b

 
   


   

 

  所以
.

1

1

a

b





 

 
 

15.  设 ( , ) ( )f x y C   满足 ( , ) ( , )x yf x y f x y  ，且 ( , ) .f x      

试证明：对任意的 ( , )x y  ，有 ( , ) .f x y       

证明： 令 ( , )l    . 则对任意的 ( , )x y  ，因为 ( , ) ( , )x yf x y f x y  ， 

所以
( , )x y

f

l


 


， 即函数 ( , )f x y 在任意一点沿方向 ( , )l    的方向导数为零，故函数

( , )f x y 在该方向 ( , )l    上是常数，即在直线 x y c  上 ( , )f x y 是常数。   

对任意的点 ( , )x y  ，总存在直线 :L x y c  使得 ( , )x y L ，所以 

( , ) ( , )f x y f c    .  证毕 

16. 设 ( , )f x y 在区域 D  上具有连续的偏导数，
( )

:
( )

x x t
L

y y t





（a t b  ）是 D 中的

一段曲线， L 的端点为 ,A B . 假设 , [ , ]x y C a b 且 ( ) ( ) ( [ , ])x t y t t a b       .  

证明：若 ( ) ( ),f A f B  则存在点 ( , )P x y L    使得 ( )
l

f P   , 其中 l 是曲线 L 在 P

的单位切向量。 

证明：令 ( ) ( ( ), ( )), .g t f x t y t a t b    不妨设 ,A B 分别对应着 , .t a t b   则由条件可

知 ( )g t 可导，且 ( ) ( ).g a g b  由洛尔定理，存在 ( , )a b 使得 ( ) .g     故 

( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )x yg f x y x f x y y              . 



取 ( ), ( ).x x y y     则 ( , )P x y L    . 令
( ( ), ( ))

( ) ( )

x y
l

x y

 

  

 


 
，所以 

( ) ( )
( ( ), ( )) ( ( ), ( )) .

( ) ( ) ( ) ( )
x y

P

f x y
f x y f x y

l x y x y

 
   

   

   

 
    

     
 证毕 

 

=============  

以下供学有余力的同学参考。 

17. 若 ( , ), ( , )x yf x y f x y  在 ( , )P x y   的 邻 域 内 存 在 ， 且 在 ( , )P x y   点 可 微 ， 则

( ) ( )xy yxf P f P 
  . 

证明：任意固定充分小的h  ，令 ( ) ( , ) ( , )x f x y h f x y     且 

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )g h f x h y h f x h y f x y h f x y               . 

因为 ( , )xf x y 在 ( , )P x y   的邻域内存在, 故 ( )x 可导且 

( ) ( , ) ( , )x xx f x y h f x y  
     . 

由一元函数的微分中值定理，存在   使得 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) .x x

g h x h x x h h

f x h y h f x h y h

   

 

   

     

    

     
 

又因为 ( , )xf x y 在 ( , )P x y   可微，故当h时， 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )x x xx xyf x h y h f x y f x y h f x y h o h          
         ， 

且 ( , ) ( , ) ( , ) ( )x x xxf x h y f x y f x y h o h        
      ，从而 

( ) ( , ) ( )xyg h f x y h o h 

 
                    (5)      

任意固定充分小的h  ，令 ( ) ( , ) ( , )y f x h y f x y     . 则 ( )y 可导，且存在 

  使得 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) .y y

g h y h y y h h

f x h y h f x y h h

   

 

   

     

    

     
 

类似地，由 ( , )yf x y 在 ( , )P x y   可微，得到 



( ) ( , ) ( ) ( )yxg h f x y h o h h 

 
                     (6) 

由(5)式与(6)式，得
( )

( ) lim ( )xy yx
h

g h
f P f P

h
 

   . 证毕 

18. 设 ( , ), ( , )x yf x y f x y  在 ( , )P x y   的邻域内存在，且 xyf 在 ( , )P x y   连续，则 ( )yxf P 存

在且 ( ) ( )xy yxf P f P 
  . 

证明：对任意固定的充分小的 y  ，令 

( ) ( , ) ( , )x f x y y f x y     . 

则 ( )x 可导，且 

( ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

x x x

f x x y y f x x y f x y y f x y

  

       

    

           
 

由一元函数的微分中值定理，存在   使得 

 ( ) ( , ) ( , )x xx x f x x y y f x x y x          
               . 

再一次应用一元函数的微分中值定理，存在   使得 

( , )xyf x x y y x y    
        . 

这样 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ,xy

f x x y y f x x y f x y y f x y

y y

f x x y y x 

       

   

         


 

     

 

从而两边对 y 时取极限，得 

( , ) ( , ) ( , )y y xyf x x y f x y f x x y x      
         . 

故
( , ) ( , )

lim lim ( , ) ( , )
y y

xy xy
x x

f x x y f x y
f x x y f x y

x


   

    
   

   
    


. 

所以 ( , )yxf x y 
 存在且 ( , ) ( , )yx xyf x y f x y   

  . 证毕 


