
第八次习题课参考解答  曲线积分、Green 公式的应用 
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（2） 设 L 是闭曲线 13
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 yx ，顺时针定向．我们取正数 充分小，使得圆周 

222:   yxL 包含在 L所围的区域之内， 并规定逆时针为正向．计算 L 上的积分： 
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对上式最后的二重积分应用积分中值定理得 
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3. 设函数 ),( yxf 在上半平面  0),(  yyxD 内具有连续偏导数, 且对任意的 0t ，对任意
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4. 解答下列各题： 

(1) 设C 为闭曲线： 2 yx ，逆时针为正向。 
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解法二、利用 Green 公式，记 2 yx 围成的区域为 D ，则由 Green 公式， 
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5. 证明下列各题： 
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证明：应用 Green 公式， 
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6. 解答下列各题： 

(1) 已知函数 ( ) ( )f x C 满足  )(f ，且使得微分式 
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






  











x

y
yxd sin ， 

所以 C
x

y
yxyxu  sin),( . 因此 

 
 

 

 






















,2

,1

2

2

cossincos1 dy
x

y

x

y

x

y
dx

x

y

x

y
  

         
 

 

 
 

 










  1)1()2(,
,2

,1

,2

,1

CCyxudu ． 

 

解法二：判断积分与路径无关后，选取 ),1(  到 ),2(  的直线段为积分路径，这时 y ， 

0dy ， :x . 于是所求积分为 






























 1sincos1

2

1

2

1

2

2 x

x
x

xdx
xx

I ． 

解答完毕 

 

(4) 求二元函数 ( , ) ( )Q x y C  使得曲线积分 ( , )

L

xydx Q x y dy


  与积分路径 L 无关，且

对 ,t   均有
( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , )

t t

xydx Q x y dy xydx Q x y dy
 

   
      . 

解： 因为曲线积分 ( , )

L

xydx Q x y dy


  与积分路径 L 无关，因此
Q

x
x


 


，故 

( , ) ( )Q x y x f y  ，其中 ( )f y 是连续可导函数。又知，对 ,t   有 

( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , )

t t

xydx Q x y dy xydx Q x y dy
 

   
      ， 

所以 ( ( )) ( ( ))
t

f y dy t f y dy




 
    ，从而 ( )f t t  ，且 ( , ) .Q x y x y       

7. 计算下列各题： 

(1) 设 L是曲线
x y

z x

   


   
在第一卦限的部分，方向是从点 ( , , )   到点 ( , , )   ，计算曲线

积分 ( ) .
L

I ydx x y z dz        



解：以 x 为参数，曲线 L 的参数方程：

x x

y x

z x






 
    


，起点对应 x  ，终点对应 x ， 

所以 ( ) [ ( ( ) )] .
L

I ydx x y z dz x x dx


    




            

         

(2) 设有向光滑曲线 L 的长度为 l ， ( , ), ( , )P x y Q x y 在 L 上连续。 

记  max ( , ) ( , ) | ( , )M P x y Q x y x y L    . 求证： ( , ) ( , ) .
L

P x y dx Q x y dy Ml    

证明：设 是曲线 L指定方向的单位切向量，则 

( , ) ( , ) ( ( , ), ( , )) .
L L

P x y dx Q x y dy P x y Q x y dl     

而 ( ( , ), ( , )) ( , ) ( , )P x y Q x y P x y Q x y     ，故 

( , ) ( , ) ( ( , ), ( , ))

( ( , ), ( , )) ( , ) ( , ) .

L L

L L

P x y dx Q x y dy P x y Q x y dl

P x y Q x y dl P x y Q x y dl Ml



  

  

    

 

 

 

(3) 设
2 2 2

2 2 2( )
R

x y R

ydx xdy
I

x xy y
 




  . 证明 lim 0R
R

I


 . 

证明：
2 2 2

2 2 2 2 2 2
( , )
( ) ( )

R

x y R

y x
I dl

x xy y x xy y


 


 

    ， 

由柯西-许瓦兹不等式， 

2 2 2

2 2

2 2 4( )
R

x y R

x y
I dl

x y xy
 




   

2 2 2 2 2 2

22 2 2
2 2

8
0, ,

( )
( )

2
x y R x y R

R R
dl dl R

RR xy R
R



   

    



   

所以 lim 0R
R

I


 . 证毕 

(4) 计算 , .
( ) ( )L

xdy ydx
ae bc

ax by cx ey


  


   

    其中 L 是椭圆 



( ) ( )ax by cx ey    的逆时针方向。  

解：令 ,u ax by v cx ey    ，则 ( ), ( ),d d d d d dx e u b v y a v c u
 

 
       

且椭圆在新坐标系中化为圆 :C u v  . 于是 

( )( ) ( )(( ) .d d d d d d
C C

I eu bv a v c u av cu e u b v u v v u


  

  
           

这里，Oxy 坐标平面内的封闭曲线的正向通过可逆矩阵变换到新坐标系下的封闭曲线，曲

线的方向与可逆矩阵的行列式的符号一致，即：可逆矩阵的行列式大于零，封闭曲线保持

正向不变，若可逆矩阵的行列式小于零，封闭曲线变为负方向。 

设封闭曲线 L 所围成的有界闭区域为 D ，则 D

L

xdy ydx S     .  

令
x u

A
y v

   
   

   
，其中 A可逆，则

dx du
A

dy dv

   
   

   
，且可逆矩阵 A把Ouv 坐标平面内的封

闭曲线C 映射为Oxy 坐标平面内的封闭曲线 L . 又 

( ) ( )

(det )( ) (det )( ),

T
dx du

xdy ydx x y u v A A
dy dv

du
A u v A udv vdu

dv

         
        

         

   
    

   

 

从而 det
L C

xdy ydx A udv vdu      ，故当det A  时，在Ouv 新坐标系下的曲线

C 是正向，当det A 时，在Ouv 新坐标系下的曲线C 是负向。 

8. 设函数 1 2( , ), ( , ) ( )P x y Q x y C ，在以任意点 0 0( , )x y 为中心，任意正数 r 为半径的上

半圆周 L上，总有 ( , ) ( , ) 0
L
P x y dx Q x y dy  . 求证：在 2 上有 

( , ) 0, ( , ) 0.
Q

P x y x y
x


 


 

解：给上半圆周补上一条直径 l ，记围成的区域为 D ，则由格林公式，有 

 

2

,

( , ) ( , ) ( )
2D

D

Q P Q P r
P x y dx Q x y dy dxdy

x y x y
 




    
      

    
  ， 

其中  ,  为 D 中一点，而 

   
0

0
0 0( , ) ( , ) 0 ( , ) ( , ) , , 2

x r

D l x r
P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy P x y dx P y r



 
        ， 



其 中
0 0( , )x r x r    ， 所 以

 

 0

,

2 ,
2

Q P r
P y

x y
 




  
   

  
， 令 0r  ， 可 得

 0 0, 0P x y  ，由  0 0,x y 的任意性可知 ( , ) 0P x y  ，从而 

 

 0

,

4 ,
0

P yQ P

x y r
 





  
   

  
，再令 0r  可得  0 0, 0

Q P
x y

x y

  
  

  
，进而必有

   0 0 0 0, , 0
Q P

x y x y
x y

 
 

 
，又由  0 0,x y 的任意性可得 ( , ) 0

Q
x y

x





. 证毕 

9. 设
2RD  为有界开区域，它的边界 D 是逐段光滑闭曲线，n


是 D 的外单位法向量，

设函数 ),( yxf )(DC  ，且 ),( yxf 在 D 内为调和函数，即 0
2

2

2

2












y

f

x

f
f ，

Dyx  ),( . 求证： 

(i) 






dl
n

f

D

 ； 

(ii) dxdyfdl
n

f
f

DD





 



 ； 

(iii) 若在边界 上， 0),( yxf ，求证 0),( yxf ， Dyx  ),( . 

解： (i) 由于 0f , 因此  




 DDD

dxdyfdlnfdl
n

f 
 . 

(ii) dxdy
y

ff

x

ff
dlnffdl

n

f
f

y

D D

x

D

)
)()(

(













 



  

 dxdyfffff

D

yxyyxx

 )(  

dxdyf
D




 .（这里用到了假设 0
2

2

2

2












y

f

x

f
f ） 

(iii) 由(ii)的结论可知，若 0),( yxf ， Dyx  ),( ，则 0f ， Dyx  ),( . 

即 0




x

f
， 0




y

f
， Dyx  ),( ，所以 constyxf ),( ，从而 0),( yxf ， 

Dyx  ),( . 证毕 

D



本题表明：调和函数在 D 内的值由其边界曲线上的值唯一确定。 

 

10. 设 ( , )u x y 为开区域 2D  上的调和函数，其边界 D 是光滑的封闭曲线。证明： 

(1) 0 0( , )u x y
1 ln

( ln )
2 D

r u
u r dl

 

 
 

  n n
，其中 0 0( , )x y D 任意， r 为 0 0( , )x y 到

D 上的点的向量， r  r ，n为 D 的外单位法向量； 

(2) 0 0( , )u x y
1

( , )
2 L

u x y dl
R

  ，其中 L是以 0 0( , )x y 为中心， R 为半径位于D 中的

任意一个圆周。 

证明：以任意的点 0 0( , )x y D 为中心，以充分小的正数  为半径，作圆域 D 使得

D D  ，记 L D   为 D 的边界封闭曲线。对 ( , )x y D D   ，令 

0 0( , )x x y y  r ，且 ( ) ( )r x x y y 

     r ，记 

( , ) ln ln(( ) ( ) )x y r x x y y  

 


    


， 

则
( ) ( )

, , , .
x x y y r x x r y y

x r y r x r y r

       

   

     

          
   

   
 故 

[( ) ( ) ]
,

r x x y y

x y r

 


   

 

  

      
     

 
 

又知 ( , )u x y 为开区域 2D  上的调和函数，因此 u  ，由课本习题 14.3 的第 8 题，

有 

ln
ln

ln
ln

ln ln
ln ln ,

D D L L

L L

u r
u r

dxdy dln n
u r

u r

u r u r
r u dl r u dl

n n n n

 



 

 

 

 
 

    

      
      

      

 

 

 

即 

       
ln ln

ln ln

L L

r u r u
u r dl u r dl

n n n n


 

      
     

      
  .      （*） 

在 L 上， ln lnr  ，
ln r

n r

 



， 因此 

ln
ln ln ( , )

L L L L

r u u
u r dl u dl dl udl u

n n r n
   

   
   

     
      

   
    ， 



其中 ( , ) L   ，上面式子的倒数第二个等式应用了
L

u
dl

n




 


，且最后一个等式应用

了曲线积分的积分中值定理. 由(*)式，有 

ln
ln ( , )

L

r u
u r dl u

n n
  



  
   

  
 ， 

令  ，有 ( , ) ( , )x y    , 故 0 0( , )u x y
1 ln

( ln )
2 D

r u
u r dl

 

 
 

  n n
.  

(2) 对任意的 0 0( , )x y D ，令 {( , ) | ( ) ( ) }L x y x x y y R 

      . 任取 ( , )x y D ，

令 ( ) ( )r x x y y 

     . 由于 ( , )u x y 为开区域 2D  上的调和函数，因此

ln ln
L L

u u
r dl R dl

n n



 
  

   . 又知
ln

( , ) ,

L L

r
u dl u x y dl

n R 

 


   由第一小问知， 

0 0

1 ln 1
( , ) ( ln ) ( , )

2 2L L

r u
u x y u r dl u x y dl

R 

 
  

  n n
. 

证毕 

11. 证明：若 ( , )u x y 是光滑闭曲线 L 所围成闭区域 D 上的调和函数（不是常数），则 ( , )u x y

必在曲线 L 上取到最大（小）值。 

证明：假设调和函数 ( , )u x y 在区域 D 的内部某一点 ( , )P x y  处取到最大值. 以 ( , )P x y  为

心以充分小的  为半径作圆域 D ，其边界封闭曲线为 L . 由本习题第 9 题第 2 小问， 

0 0

1
( , ) ( , )

2 L
u x y u x y dl


  . 

另一方面， 0 0 0 0

1
( , ) ( , )

2 L
u x y u x y dl


  ，两式相减，有  0 0

1
( , ) ( , ) 0

2 L
u x y u x y dl


  ， 

因为调和函数 ( , )u x y 在闭区域 D 上不是常数，且对 ( , )x y L  ，有 ( , ) ( , )u x y u x y   ，所

以  0 0

1
( , ) ( , ) 0

2 L
u x y u x y dl


  ，矛盾. 故闭区域上的调和函数必在其边界上取到最值. 

证毕  

 

注：以上第 9---第 11 题是有关调和函数的题目，由调和函数的定义，调和函数是拉普拉斯方

程的一个解，在数学物理方程中，为讨论拉普拉斯方程的解，要用到上述调和函数的性质，也

为以后学习数学物理方程作储备.  

 

====== 



以下供学有余力的同学选做。 

1. (利用 Green 公式证明平面面积变换公式) 回忆平面面积变换定理: 

设 0D 和 1D 是平面上的两个有界闭区域, 且








),(

),(
:

vuyy

vuxx
 是   DD 的二阶连续可微双

射. 则区域 1D 的面积 







D

dudv
vu

yx
DS

),(

),(
det)( . 试利用 Green 公式来证明上述面积变换

公式。 

 

证明：设开区域 0D 的边界 D 的参数方程 )(tuu  ， ( )v v t ， bta  ，并且 D 的正向

（逆时针）与参数 t 增加的方向一致，那么区域 1D 的边界 D 有相应的参数表示 

))(),(()( tvtuxtxx  ， ))(),(()( tvtuytyy  ， bta  . 

这是因为映射把内点映为内点，映边界点为边界点。因此 ( )D D    . 假设映射 

保持定向，即它的 Jacobi 矩阵行列式在其定义域上恒大于零, 即 0
),(

),(
det 





vu

yx
， 

0),( Dvu  ，则 D 的正向与参数 t 增加的方向一致. 于是根据 Green 公式提供的面积公

式得 D
的面积为 

  
 







1D

b

a

b

a D

vuvu dvyxduyxdttvytuytxdttytxxdyDS )]()()[()()()( . 

对上式最后一个积分应用 Green 公式得 

dudv
vu

yx
dudvyxyxdudv

v

yx

u

yx
DS

DD

uvvu

D

uv



























),(

),(
det)(

)()(
)( . 

证毕. 

 


