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习题 5.2

3

(1)

lim
n→∞

n
√
un = 2√

n
= 0

故此级数收敛

(2)

lim
n→∞

n
√
un = 1

3

(
1 + 1

n

)n
= e

3
< 1

故此级数收敛

(3)

1. 若 p > 1 时，则当 n 足够大时，有 1
np(lnn)q(ln lnn)r

< 1
np，此时由比阶

判别法可知级数收敛

2. 当 p < 1 时，则

lim
n→∞

n
p+1
2

np(lnn)q(ln lnn)r
= lim

n→∞
n

1−p
2

(lnn)q+u · lim
n→∞

(lnn)u

(ln lnn)r
= +∞(u > 0)

故可知此级数发散

3. 当 p=1 时，运用 Cauchy 积分判敛法，考虑
´ +∞
3

dx
x(lnx)q(ln lnx)r

=
´ +∞

ln 3
dt

tq(ln t)r
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(a) 当 q > 1 时，当 t 足够大时，有 1
tq(ln t)r

< 1
tq
，此时由比阶判别法

可知级数收敛

(b) 当 q < 1 时， lim
t→+∞

t
q+1
2

tq(ln t)r
= lim

t→+∞
t
1−q
2

(ln t)r
= +∞，故此时级数发散

(c) 当 q = 1 时，
´ +∞

ln 3
dt

t(ln t)r
=
´ +∞

ln ln 3
du
ur，此时易知当 r > 1 时级数收

敛

当 r ≤ 1 时级数发散

综上，当 p > 1 或 p = 1∧ q > 1 或 p = 1∧ q = 1∧ r > 1 时此级数收敛，其

余情况发散

(4)

lim
n→∞

n
4
3

1
3√n+1

ln n+2
2

= lim
n→∞

3
√

n
n+1

n ln
(
1 + 2

n

)
= lim

n→∞
n
(
2
n

)
= 2

故此级数收敛

(5)

lim
n→∞

n
√
un = sin

(
π
4
+ 1

n

)
< sin

(
π
4
+ π

4

)
= 1

故此级数收敛

(6)

lim
n→∞

un+1

un
= limn→∞

(
1

n+1
+ 1

ln(n!) ·
ln(n+1)
n+1

)
< 1 故此级数收敛

8

(1)

lim
n→∞

n
(

un

un+1
− 1
)
= lim

n→∞
n√
n+1

= +∞
故此级数收敛
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习题 5.3

4

(1)
∞∑
n=1

|un| =
∞∑
n=1

1√
n+1
，故此级数发散

同时，由于

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(−1)n
∣∣∣∣ ≤ 1，且 lim

n→∞
1√
n+1

= 0，由 Dirichlet 判别法知此级

数收敛

故此级数条件收敛

(2)

根据斯特林公式，n! ∼
√
2πn

(
n
e

)n
(n → ∞)

(2n− 1)!!

(2n)!!
=

(2n)!

4n(n!)2
∼

√
2π · 2n

(
2n
e

)2n
4n
(√

2πn
(
n
e

)n)2 =
1√
πn

→ 0(n → ∞)

且有 |(−1)n| ≤ 1，故此级数收敛

同时，由于 lim
n→∞

∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = 2n+ 1

2n+ 2
= 1，故此级数不绝对收敛

故此级数条件收敛

(3)

考虑 (−1)n
n

n+ 1
= (−1)n

1

1 + 1
n

= (−1)n
(
1− 1

n
+ o

(
1

n

))
=

(−1)n − (−1)n

n
+ (−1)no

(
1

n

)
其中，(−1)n 发散，

(−1)n

n
和 (−1)no

(
1

n

)
收敛

故此级数发散

(4)

|(−1)n| ≤ 1, lim
n→∞

√
n+ 1

n(n− 1)
= 0，由 Dirichlet 判别法知此级数收敛

而 |un| =
√

n+ 1

n(n− 1)
∼ n− 1

2，故此级数不绝对收敛
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故此级数条件收敛

(5)

|un| ≤
1

2n
，故此级数绝对收敛

(6)

当 n 足够大时，|un| ≤
1

n2
，故此级数绝对收敛

8

不妨设
∞∑
n=1

u2n 收敛

考虑

vn =

un, n为偶数

0, n为奇数
wn =

 0, n为偶数

un, n为奇数

可知
∞∑
n=1

u2n−1 =
∞∑
n=1

wn =
∞∑
n=1

vn −
∞∑
n=1

(−1)nun =
∞∑
n=1

u2n −
∞∑
n=1

(−1)nun

故知
∞∑
n=1

u2n−1 收敛

故
∞∑
n=1

un =
∞∑
n=1

vn +
∞∑
n=1

wn =
∞∑
n=1

u2n +
∞∑
n=1

u2n−1 收敛

故有
∞∑
n=1

(−1)nun 绝对收敛，与题设矛盾

故
∞∑
n=1

u2n 发散

习题 6.1

2

(1)

当 n ≤ 0 时，|ne−nx| ≥ n，故此时级数发散

当 n > 0 时，
∣∣∣ n
enx

∣∣∣ ≤ n

(nx)3
，故此时级数绝对收敛

综上，收敛域为 (0,+∞)，且在收敛域上绝对收敛
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(3)

在 R 上都发散

∀x ∈ R, lim
n→∞

un+1

un

= lim
n→∞

((
1 +

1

n+ 1

)n+1

· n+ 1

x

)
= lim

n→∞

e

x
(n+ 1) =

+∞，故此级数恒发散

(5)

收敛域为 (1,+∞) ∪ (−∞, 1)

∀x : |x| > 1,
1

1 + xn
同号且，

1

1 + xn
∼ 1

xn
(n → ∞)，故可知此时级数绝对

收敛

当 x = −1 时，
1

1 + xn
可能没有定义，自然无从讨论

当 x = 1 时，
1

1 + xn
=

1

2
，发散

当 |x| < 1 时，
1

1 + xn
→ 1(n → ∞)，发散

综上，可知收敛域为 (1,+∞) ∪ (−∞, 1)，且在收敛域上绝对收敛

(7)

收敛域为 (1,+∞) ∪ (−∞, 1)，讨论基本同 (5)
在收敛域上，当 n 足够大时，|xn| > n，故此时各项同号，易知级数绝对收

敛

(9)

收敛域为 R
∀x ∈ R，

1

n+ x2
→ 0(n → ∞)，同时 |(−1)n| ≤ 1，由 Dirichlet 判别法知此

级数收敛

由于

∣∣∣∣ (−1)n

n+ x2

∣∣∣∣ ∼ 1

n
(n → ∞)，故此积分不绝对收敛

故此级数在收敛域上条件收敛

4

一致收敛
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∣∣∣∣ (−1)n

x+ 2n

∣∣∣∣ ≤ 1

2n
，后者的无穷级数一致收敛，由 Weierstrass 判别法知此级数

在 [0,+∞) 上一致收敛

5

|(−1)n| 一致有界
而 0 <

1

x2 + n
≤ 1

n
→ 0(n → ∞)，故

1

x2 + n
一致趋于 0

由 Dirichlet 判别法知此级数在 [0,+∞) 上一致收敛

同时，∀x ∈ R, |un| ∼
1

n
(n → ∞)，故此级数不绝对收敛
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