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习题 1.8

1

(1)

J(O) =
[
−2x sin(x2 + y2) −2y sin(x2 + y2)

] ∣∣∣∣
(0,0)

=
[
0 0

]
H(θX) =[
−2 sin[θ2(x2 + y2)]− 4θ2x2 cos[θ2(x2 + y2)] −4θ2xy cos[θ2(x2 + y2)]

−4θ2xy cos[θ2(x2 + y2)] −2 sin[θ2(x2 + y2)]− 4θ2y2 cos[θ2(x2 + y2)]

]
故 O 点处带有一阶 Lagrange 余项的泰勒展开式为
z(X) = z(O) + J(O)X +XTH(θX)X =

1− (x2 + y2) sin[θ2(x2 + y2)]− 2θ2(x2 + y2)2 cos[θ2(x2 + y2)], θ ∈ (0, 1)

(2)

J(O) =
[
2xex

2−y2 −2yex
2−y2

] ∣∣∣∣
(0,0)

= [0, 0]

H(θX) =

[
2(2θ2x2 + 1)eθ

2(x2−y2) −4θ2xyeθ
2(x2−y2)

−4θ2xyeθ
2(x2−y2) 2(2θ2y2 − 1)eθ

2(x2−y2)

]
故 O 点处带有一阶 Lagrange 余项的泰勒展开式为
z(X) = z(O) + J(O)X +XTH(θX)X =

1 + (x2 − y2)[2θ2(x2 − y2) + 1]eθ
2(x2−y2), θ ∈ (0, 1)
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(3)

J(O) =
[

1
1+x+y+z

frac11 + x+ y + z 1
1+x+y+z

] ∣∣∣∣
(0,0)

= [1, 1, 1]

H(θX) =


−1

[1+θ(x+y+z)]

2 −1
[1+θ(x+y+z)]2

−1
[1+θ(x+y+z)]2

−1
[1+θ(x+y+z)]

2 −1
[1+θ(x+y+z)]2

−1
[1+θ(x+y+z)]2

−1
[1+θ(x+y+z)]

2 −1
[1+θ(x+y+z)]2

−1
[1+θ(x+y+z)]2


故 O 点处带有一阶 Lagrange 余项的泰勒展开式为
u(X) = z(O)+J(O)X+XTH(θX)X = x+y+z− (x+y+z)2

2[1+θ(x+y+z)]2
, θ ∈ (0, 1)

习题 1.9

1

(2)

令 J =
[
e2x(2x+ 2y2 + 4y + 1) 2e2x(y + 1)

]
= O，解得 x = 1

2
, y = −1

H(1
2
,−1) =

[
4e2x[x+ (y + 1)2] 4(y + 1)e2x

4(y + 1)e2x 2e2xy

] ∣∣∣∣
( 1
2
,−1)

=

[
2e 0

0 2e

]
H 是正定矩阵, 故 (1

2
,−1) 是唯一极值点，且为极小值, 值为 −e

2

4

(2)

最值可能在区域内部和边界处取到，故分别予以讨论：

1. 内部：
令 ∇z =

[
y(4− 2x− y) x(4− x− 2y)

]
= O，解得

(x, y) = (0, 0) ∨ (4, 0) ∨ (0, 4) ∨ (4
3
, 4
3
)

z = 0 ∨ 0 ∨ 0 ∨ 64
27

2. x+ y = 6:
z = 2x(x− 6)

因为 y ≥ 0, x ≥ 1，有 x ∈ [1, 6]
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故当 x = 3 时取最小值 −18, x = 6 时取最大值 0

3. y = 0:
z ≡ 0

4. x = 1:
z = y(3− y)

因为 y ≥ 0, x+ y ≤ 6，有 y ∈ [0, 5]

故当 y = 3
2
时取最大值 9

4
, y = 5

2
时取最小值 −10

综上所述，函数在 (3, 3) 处取最小值-18，在 (4
3
, 4
3
) 处取最大值 64

27

7

(1)

考虑 Lagrange 函数 L(x, y, λ) = x2 + y2 + λ(x
a
+ y

b
− 1)

解方程 ∇L = O 得 
x = ab2

a2+b2

y = a2b
a2+b2

λ = −2a2b2

a2+b2

故此问题只有一个极值

注意到此问题的极值等价于平面上一条直线上的点到原点距离的平方的极

值，由图像可知存在极小值而不存在极大值

条件极小值为 a2b2

a2+b2

(4)

考虑 Lagrange 函数
L(x, y, z, λ, φ) = x2 + y2 + z2 + λ(x+ y − z − 1) + φ(x+ y + z)
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解方程 ∇L = O 得 

x = 1
4

y = 1
4

z = −1
2

λ = −3
4

φ = 1
4

故此问题只有一个极值

注意到此问题的极值等价于空间中一个平面上的点到原点距离的平方的极

值，由图像可知存在极小值而不存在极大值

条件极小值为 3
8
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