
离散数学 (2) cy 期末考试（大题）
Charlie

如未说明，对于图 𝐺，默认 𝑛 = |𝐺|,𝑚 = |𝐸(𝐺)|。如果一道题的后一小问的结论严格强于前一小

问，则可以只做后者。

.

使用便宜算法，求解一张 5 个点的完全图的旅行商问题。

.

设图 𝐺 的关联矩阵为 𝐵。

(1) 证明 rank 𝐵 < 𝑛。（1 分）

(2) 若 𝐺 是连通图，证明 rank 𝐵 = 𝑛 − 1。（4 分）

.

设 𝐺 是一张竞赛图（每两个点之间都有一条有向边的图）。

(1) 证明 𝐺 存在 H 道路。（提示：使用归纳法）（3 分）

(2) 证明 𝐺 可以通过翻转至少一条边之后变成哈密顿图（有 H 回路）。（2 分）

.

设连通无向图 𝐺 中的最长初级道路为 𝑃𝑘：𝑣1 − 𝑣2 −⋯− 𝑣𝑘(𝑘 < 𝑛)。

(1) 证明 𝐺 中没有长为 𝑘 的初级回路。（2 分）

(2) 证明 𝑑(𝑣1) + 𝑑(𝑣𝑘) ≤ 𝑘 − 1。（3 分）

(3) 证明 |𝐸(𝐺)| ≤ 𝑛(𝑘−1)
2 。（2 分）

.

设 𝐺 是简单连通平面图，且 𝑛 ≥ 6。

(1) 证明 𝐺 中至少有 3 个点的度数不大于 5。（4 分）

(2) 证明 𝐺 中至少有 4 个点的度数不大于 5。（4 分）

.

设 𝐺 是一个群。

(1) 若 𝑎 → 𝑎−1 是 𝐺 的自同构，证明 𝐺 是 Abel 群。（3 分）

(2) 若 𝑎 → 𝑎3 是 𝐺 的单同态，证明 𝐺 是 Abel 群。（3 分）
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.

设 𝐺 是一个 𝑛 阶群，𝑝 是素数，且 𝑝 | 𝑛。

(1) 证明：偶数阶群必有 2 阶元。（提示：使用反证法，并考虑 {𝑔, 𝑔−1}）（3 分）

(2) 证明：若存在 𝑎 ∈ 𝐺 满足 𝑝 | 𝑂⟨𝑎⟩，证明 𝐺 存在 𝑝 阶元。（2 分）

(3) 证明：𝐺 存在 𝑝 阶元。（3 分）

.

给出回路矩阵的定义、秩、和树的关系、和基本关联矩阵的关系。据此写作割集矩阵的“创新

思路”。
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