
 

 

习题一 

1. 一个工厂为一结点；若两个工厂之间有业务联系，则此两

点之间用边相联；这样就得到一个无向图。若每点的度数为 3，

则总度数为 27，与图的总度数总是偶数的性质矛盾。若仅有四

个点的度数为偶数，则其余五个点度数均为奇数，从而总度数为

奇数，仍与图的总度数总是偶数的性质矛盾。 

2. 若存在孤立点，则 m 不超过 Kn-1的边数, 故 

     m <= (n-1)(n-2)/2, 与题设矛盾。 

   

3.  

 

 

 

 

 

 

4. 用向量(a1,a2,a3)表示三个量杯中水的量, 其中 ai为第 i 杯中

水的量, i = 1,2,3. 

   以满足 a1+a2+a3 = 8 (a1,a2,a3为非负整数)的所有向量作为各

结点, 如果(a1,a2,a3)中某杯的水倒满另一杯得到 ( a’1, a’2, a’3 ) , 

则由结点到结点画一条有向边。这样可得一个有向图。 

本题即为在此图中找一条由( 8, 0, 0 )到( 4, 4, 0 )的一条有向
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路，以下即是这样的一条： 

 

 

 

 

5. 可以。 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 同构。同构的双射如下： 

     

v V1 V2 V3 V4 V5 V6 

f (v) b a c e d f 

 

V1 
V3 

V2 

V5 

V4 V6 

V1 V2 

V4 

V3 

V6 V5 

( 8, 0, 0 ) ( 5, 3, 0 ) ( 5, 0, 3 ) ( 2, 3, 3 ) ( 2, 5, 1 ) 

(7, 0, 1 ) ( 7, 1, 0 ) ( 4, 4, 0 ) ( 4, 1, 3 ) 



 

 

8. 记 e1= (v1,v2), e2= ( v1,v4), e3= (v3,v1), e4= (v2,v5), e5= (v6,v3), e6= 

(v6,v4), e7= (v5,v3), e8= (v3,v4),  e9 = (v6,v1), 则 

 

 

 

邻接矩阵为：           关联矩阵为： 

 

 

 

 

边列表为：A= (1,1,3,2,6,6,5,3,6),  B= (2,4,1,5,3,4,3,4,1). 

正向表为：A= (1,3,4,6,6,7,10), B= (2,4,5,1,4,3,3,4,1). 

 

     

 

习题二 

1. 用数学归纳法。k=1 时，由定理知结论成立。设对于 k 命

题成立。 

对于 k+1 情形，设前 k 个连通支的结点总个数为 n1, 则由归纳

假设，前 k 个连通支的总边数 m1<= ( n1－k+1)( n1－k)/2。最后一

个连通支的结点个数为 n－n1, 其边数 

m2<= ( n－n1)( n－n1－1)/2， 
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所以，G 的总边数 

    m= m1+ m2<= ( n1－k+1)( n1－k)/2 + ( n－n1)( n－n1－

1)/2 

n1=n－1 时，m<= ( (n-1)－k+1)( (n-1)－k)/2 +0= ( (n－k)( (n－k

－1)/2, 命题成立。 

n1＜= n－2 时，由于 n1<=k, 故 

    m<= ( (n－2)－k+1)( n1－k)/2 + ( n－n1)( n－k－1)/2＝

( n－k)( n－k－1)/2 , 

命题成立。  

 

2．若 G 连通，则命题已成立；否则， G 至少有两个连通支。 

  任取结点 v1, v2  ，若边(v1, v2)不在 中，则 v1, v2在 G

的同一个连通支（假设为 G1）中。设 G2是 G 的另一连通支，取

v3G2, 则 v1 v3 v2 是   中 v1到 v2的一条道路，即结点 v1, v2

在   中有路相通。 

由 v1, v2的任意性，知  连通。 

 

3．设 L1,L2是连通图 G 的两条最长路，且 L1,L2无公共结点。设

L1,L2的长度(边数)为 p.  

   由于 G 是连通的，故 L1上必有一结点 v1与 L2上一结点 v2

有道路 L’相通。 

 结点 v1将 L1分为两部分，其中一部分的长度  p/2 , 记此

G   G   

G   

G   

G   



 

 

部分道路为 L3。同样，结点 v2将 L2分为两部分，其中一部分 L4

的长度  p/2 。 

这样，L3＋L’＋L4就是 G 的一条新的道路，且其长度大于 p, 这

与 G 的最长路(L1)的长度是 p 的假设矛盾。 

 

4. 对结点数 n 作归纳法。 

（1）n= 4 时 m≥5. 若有结点的度≤1, 则剩下的三结点的度数

之和≥4，不可能。于是每个结点的度≥2，从而存在一个回路。 

若此回路为一个三角形，则还有此回路外的一结点，它与此

回路中的结点至少有二条边，从而构成一个新的含全部四个结点

的回路，原来三角形中的一边（不在新回路中）即是新回路的一

条弦。 

若此回路为含全部四个结点的初等回路，则至少还有一边不

在回路上，此边就是该回路的一条弦。 

（2）设 n-1 情形命题已成立。 对于 n 情形： 

若有结点的度≤1, 则去掉此结点及关联边后，依归纳假设命

题成立。 

若有结点 v 的度=2, 设 v 关联的两结点为 s,t，则去掉结点 v 及

关联边、将 s,t 合并为一个结点后，依归纳假设命题成立。 

若每个结点的度≥3，由书上例 2.1.3 的结果知命题成立。 



 

 

6．问题可化为求下列红线表示的图是否存在一条欧拉道路的

问题：存在欧拉道路！ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8．由推论 2.4.1, 只需验证 G 的任意一对结点的度数之和大于

或等于 n 即可。  

  若存在结点 v1, v2满足 deg(v1)+deg(v2)<n, 则  

G－{v1, v2} 的边数<= Kn-2的边数= (n-2)(n-3)/2 . 

 另一方面，由题设知 

G － { v1, v2} 的 边 数 ＝ m － （ deg(v1)+deg(v2) ） ＞

[(n-1)(n-2)/2+2]－n= (n-2)(n-3)/2 , 



 

 

与上式矛盾。 

 

13．1）将边按权值由小到大排序： 

边： a23  a35  a15  a13  a34  a45   a24  a12  a25   a14 

权： 26  27  29   33  34  35   38   42  49   52   

2) 分支定界： 

 S1: a23  a35  a15  a13  a34 , 非 H 回路,d (S1)=149; 

将 a34置换为其后的 a45, a24，a12，a25，a14，也全都是非 H

回路； 

 S2: a23  a35  a15  a34  a45, 非 H 回路,d(S2)=151; 

  将 a45置换为其后的 a24，a12，a25，a14，也全都是非 H 回

路； 

 S3: a23  a35  a15  a45  a24 , 非 H 回路,d (S8)=155; 

将 a24置换为其后的 a12，a25，a14，也全都是非 H 回路； 

S4: a23  a35  a15  a24  a12 , 非 H 回路,d (S4)=162; 

S5: a23  a35  a15  a24  a25 , 非 H 回路,d (S5)=169; 

S6: a23  a35  a15  a24  a14 , H 回路,d0:=172; 

S7: a23  a35  a15  a12  a25 , 非 H 回路,d (S7)=173; 

S8: a23  a35  a13  a34  a45 , 非 H 回路,d (S8)=155; 

将 a34 , a45置换为其后的数，也全都是非 H 回路； 

S9: a23  a35  a34  a45  a24 , 非 H 回路,d (S9)=160; 

将 a45 , a24置换为其后的数，也全都是非 H 回路； 



 

 

S10: a23  a35  a45   a24  a12 , 非 H 回路,d (S10)=168; 

将 a12置换为其后的 a25 , a14，也全都是非 H 回路； 

S11: a23  a35  a45   a12  a25 , 非 H 回路,d (S11)=179; 

将 a12 ,a25置换为其后的数，其路长差于 d0，故不必考虑； 

S12: a23  a35  a24  a12  a25, 非 H 回路,d (S12)=182; 

将 a24 ，a12 ，a25,置换为其后的数，其总长差于 d0，故不

必考虑； 

 继续下去所得组长度会比 S6 差，故可终止计算。 

   所以，H 回路为 S6, 路长为 172。 

 

14. 这是一个旅行商问题(具体计算略)： 
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15. 这是一个最短路问题(具体计算略)： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

16.  

 

 

 

 

5+3 

5+6 

5+17 

8+1 7+1 6+1 5+1 5+1 

5+11 
5+11 

5+3 

5+6 

6+6 

6+3 

7+3 

V1 

V2 

V3 

V5 
V4 

2 5 

4 
2 

9 

8 

4 

5 

2 

V6 V3 

V2 V1 

V5 V4 

3 

2 9 2 

1 

4 

8 

5 

3 



 

 

 

 

 

 

 

  

29 

V3 V2 

V6 V4 

V1 V5 

33 

36 

27 

34 

30 



 

 

23.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

习题三 

1． 因为 n 个结点的树

的边有 n-1 条，故其总度数为 2 (n-1)，故度为 1 的结点

个数为 

2 (n-1)－2n2－3n3－……－knk . 

 

2.  设L是树T的一条最长路，L中的结点依次为 v1, v2 , …, 



 

 

vk。因为 L中各结点都有边相连，所以它们的度数均大于或等

于 1。 

若 deg (v1)>1, 则除了边(v1, v2)外，还存在边(v1, v’) 。

因为树中不存在回路，故 v’{ v1, v2 , …, vk }，于是，(v’,v1, 

v2 , …, vk)是 T 的一条新的路，其长度比 L 更长。这与 L 是 T

的最长路矛盾。 

所以 deg (v1)＝1，类似可证 deg (vk)＝1。 

 

4．(a) 直接根据图确定 B5B5
T可得树的棵数：  
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(b) 去掉边(v1, v5)，则直接根据图确定 B5B5
T 可得不含边

(v1, v5)的树的棵数： 
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于是，含边(v1, v5)的树的棵数为：101－75＝26。 

(c) 去掉边(v4, v5)，则直接根据图确定B5B5
T可得不含边(v1, v5)

的树的棵数： 

.
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5. (a) 因为 
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(b) 去掉边(v1, v5)后，有 

,  
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(c) 去掉到 v3的其它全部边(v4, v3)、(v5, v3)后，有 
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10. (1) 余树为｛e1, e2, e5, e 8｝, 重排 B5的各列得 
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(2) 由定理 3.4.8, 基本割集矩阵为 

.      

1000
0100
0010
0001

          

1011-
0011-
0101
1-001

     I  C-   I  S  S

eeeeeeee                                                    

T
f12f11f

7643851



















 )()(

2

 

 

14．(a) 这是一个求最优二叉树的问题。 

各字符出现次数为： s  t  a  e  c  空格 

                3 4 5 1  1   4 

 

余树 树 T 

4 4 

8 

2 3 

5 5 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

所以最优二进制编码为： 

 e: 1100  c: 1101  s: 111  t: 00  空格：01  a: 10  

此时字符串的二进制编码总长度为 43 . 

 

(b) 去掉空格，类似(a)计算。 
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15. 将图中各边进行编号得右图。 

  取参考支撑树 t0={ e1, e2, e3, e5} . 

(1) 因为 S e1(t0)={ e1, e4, e6 }, S e2(t0)={ e2, e4, e6 }, 

S e3(t0)={ e3, e6 }, S e5(t0)={ e5, e6 }, 所以 

Te1={{ e4, e2, e3, e5}, {e6, e2, e3, e5}}={ t1, t2}, 

Te2={{ e1, e4, e3, e5}, {e1, e6, e3, e5}}={ t3, t4}, 

Te3={{ e1, e2, e6, e5}}={ t5}, 

Te5={{ e1, e2, e3, e6}}={ t6}, 

从而 T1＝{ t1, t2, t3, t4, t5, t6} . 

(2) 因为 S e2(t1)={ e2, e1 }, S e3(t1)={ e3, e6 }, S 

e5(t1)={ e5, e6 }, 

S e2(t2)={ e2, e1 }, S e3(t2)={ e3, e1, e4 }, S e5(t2)={ e1, 

e4, e5 },  

S e3(t3)={ e3, e6 }, S e5(t3)={ e6, e5 }, 

S e3(t4)={ e3, e2, e4 }, S e5(t4)={ e2, e4, e5 },  

S e5(t5)={ e5, e3 }, 

所以 

 S e2(t0) S e2(t1)＝{ e2} , S e2(t0) S e2(t2)＝{ e2} , 

从而 Te1 e2＝； 

S e3(t0) S e3(t1)＝{ e3, e6 } , S e3(t0) S e3(t2)＝{ e3} ,  

 从而 Te1 e3＝{{ e4, e2, e6, e5}}={ t7}； 

S e5(t0) S e5(t1)＝{ e5, e6 } , S e5(t0) S e5(t2)＝{ e5 } , 

e4 

e6 

e5 e3 

e2 e1 



 

 

从而 Te1 e5＝{{ e4, e2, e3, e6}}={ t8}； 

S e3(t0) S e3(t3)＝{ e3, e6 } , S e3(t0) S e3(t4)＝{ e3 } , 

从而 Te2 e3＝{{ e1, e4, e6, e5}}={ t9}； 

S e5(t0) S e5(t3)＝{ e5, e6 } , S e5(t0) S e5(t4)＝{ e5 } , 

从而 Te2 e5＝{{ e1, e4, e3, e6}}={ t10}； 

S e5(t0) S e5(t5)＝{ e5} , 从而 Te3 e5＝； 

于是 T2={ t7 , t8, t9, t10} . 

(3) 可以验证 Te1 e2 e3＝Te1 e3 e5＝Te2 e3 e5＝, 所以 T 3 = . 

 最后，由以上计算可知，全部生成树为{ t0 , t1, t2, t3, 

t4, t5, t6, t7 , t8, t9, t10 }. 

 

16. 用 Kruskal 算法。先将权排序，而后按权由小到大选

边 8-1 条(构成回路时所选边不放入)，可得一棵最小生成树（总

权为 22）： 
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习题四 

 

1．因为 d=m-n+2<12, 所以 m-n<10. 

如果命题不成立，则每个域的边界数≥5，于是有 5d≤2m。 

利用 d= m-n+2，得 

3m+10≤5n . 

结合 m-n<10，可得 m<3n/2. 

   另一方面，由于 3n ≤  d(vi) ≤ 2m, 知 m≥3n/2, 

矛盾。 

 

2.  设G是一个结点个数≥4的极大平面图, 但G中至少有

一个结点 v 的度≤2.  

由于 G 是一个平面图, 因此 G-v 仍为平面图，从而结点 v

及其关联的全部边(至多两条)在 G-v 中某个区域 D 中。 

因为 G-v 是一个简单图，故没有重边和环，因此区域 D

至少有三条边。 

如果 D 是一个内部域，则 D 的边界上必有一 

结点与 v 可用一条不与其它边相交的边相连，这与 G 是 

极大平面图的题设相矛盾。 

如果 D 是一个外部域，同样可以在 D 的边界上 

v 



 

 

找一结点与 v 用一条不与其它边相交的边相连，仍与 G 是 

极大平面图的题设相矛盾。 

    以上矛盾说明 G 的每个结点的度至少是 3。 

 

3. 用反证法。若 G 和 均为可平面的，设它们的边数分别是

m1,m2, 则有 

m1≤3n-6,  m2≤3n-6, 

于是 m1+ m2≤6n-12，即 n(n-1)/2≤6n-12, 其中 n≥11. 

考虑函数 f(x)=x(x-1)/2-6x+12,  x≥11. 

因为 f(11)=1>0, f’(x)>0(x>11), 故 f(x) 在[11,+] 范围内严格

递增，所以 f(n)>0, n≥11. 这与刚得到的不等式 n(n-1)/2≤6n-12

相矛盾。 

  

－
Ｇ



 

 

13. 因为图中含有一个 K3子图, 故其色数至少为 3。又因为用

三种颜色可以为此图结点着色，故其色数等于 3。 

由于 
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所以色数多项式 

       f(G, t)=f(K5,t)+3 f(K4,t)+ f(K3,t) 

=t(t-1) (t-2) (t-3) (t-4)+3 t(t-1) (t-2) (t-3)+ t(t-1) 

(t-2)  

= t(t-1) (t-2) (t2-4t+4). 

 

 

14．显然中心点的颜色与回路上各点的均不同，而回路上

结点数为偶数时色数为 2，结点数为奇数时色数为 3，故整个图

Wn当 n 为为偶数时色数为 1+3，结点数为奇数时色数为 1+2。 

因 为 对 于 回 路 Cn, 已 知 其 色 数 多 项 式 f(Cn, 

t)=(t-1)n+(-1)n(t-1)，所以 

f(G, t)=t f(Cn-1, t-1)=t[(t-2)n-1+(-1)n-1(t-2)]. 

  



 

 

16. G 当 m,n 均为偶数时色数为 2，其它情形时色数为 3。 

    因为   f(Cn+m, t)= f(G, t)+ f(G’, t), 其中 G’为下图: 

 

 

 

根据色数多项式的定义, 直接可知 

  f(G’, t)=max{ f(Cm, t), f(Cn, t)}= f(Ck, t),  

其中 k=max{m,n}, 故 

f(G, t)= f(Cn+m, t) – f(G’, t) 

=(t-1)n+m-1+(-1)n+m-1(t-1)- (t-1)k-1- (-1)k-1(t-1). 

 

 

 

 

 

习题五 

 

1． 一个最大匹配是：

(x1,y5), (x2,y1), (x3,y2), (x4,y3), (x5,y4). 

2.  这可以看成是以下二分图是否存在完美匹配的问题： 

 

完美匹配是存在的。如图， 

m n 

a 

b 

c 

d 

e 

bc 

ed 

ac 

bd 

abe



 

 

红线表示的是一个完美匹配。所以： 

字符串 bc 可以用 b 表示， 

字符串 ed 可以用 e 表示， 

字符串 ac 可以用 c 表示， 

字符串 bd 可以用 d 表示， 

字符串 abe 可以用 a 表示。 

 

8. 每行中用此行的最大数减去此行的每一个数, 得到一

个等价的最小成本问题: 

 

 

 

 

 

 

 

 

由于可选出每行每列恰有一个零元素的方案, 故此方案即

为最优方案. 

 

9. 每行中减去此行的最小数: 
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由于可选出每行每列恰有一个零元素的方案, 故此方案即

为最优方案. 

 

11. 增加一个虚拟总发点 s 和一个虚拟总收点和 t, 则问

题变为 
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应用 Ford-Fulkerson 算法, 可得一个最大流(如上图), 最大

流量为 21. 在最后图中, 可得到标号的全部结点为 s, s1, s2, b, 其

余结点均不能得到标号, 故最小割集为(U,V), 其中 U={s, s1, s2, b}, 

V={t, t1, t2, a},可以验证其割量等于此容许流流量.  

 

14. 增加一个虚拟发点 s’ , 初始容许流为零流, 则有 
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这就是最小费用流. 

 

 

习题六 

 

1. n2 时, n 个结点的简单图 G 最多有 n-2 个割点, n-1 条割边。 

证明如下: 

先证 G 最多有 n-1 条割边。因为 G 中任何一个回路中的每一

条边都不是割边，因此将 G 中所有回路上的一切边去除后，剩

下的边才可能是割边。剩下的图不含回路，边最多时至多此图是

一棵树，其边数为 n-1, 故割边最多有 n-1 条。 

再证 G 最多有 n-2 个割点。考虑 G 的含结点个数在两个以上

的连通分支 C (如果这样的连通分支不存在，则每个结点的度不

超过１，因而都不是割点，故此时命题成立)。 

   如果 C 是一棵树，则 C 至少有两个树叶结点，这两个结点都

不可能是割点，C 的割边条数也比其结点数少 1，此时命题成立。 

如果 C 不是一棵树，则 C 有一棵支撑树 T。在 C-T 中取一边



 

 

e, 则 T+e 含一个回路。此回路至少含三个结点，且这三个结点

都不是割点，此时命题仍成立。 

 

2. 设 v 同时为 G 和  的割点, 则存在结点 A,B,C,D, 使得边

(A,v)和边(v,B)均在 G 中, 且 A 与 B 间在 G 中的道路必经过结点

v; 边(C,v)和边(v,D)均在  中, 且 C与D间在  中的道路必经过结

点 v。 

显然  中存在边(A,B)。若 A,B 与 v 在  中不属于同一个连通

分支，则边(A, C)和边(D, B)属于 G。由于边(C, D)也在 G 中，则 A

到 B 有道路 A－Ｃ－Ｄ－Ｂ，它并不经过结点 v，矛盾。 

若 A,B 与 v 在  中属于同一个连通分支，则边(A,B)与Ｃ或Ｄ

属于 －v 的同一个连通分支，不妨设边(A,B)与Ｃ属于 －v 的

同一个连通分支。由于Ｄ到 A,B 的道路必须经过结点 v, 故Ｇ中

必有边(A,D)和边(B,D)。于是在Ｇ中有一条Ａ到Ｂ的道路 A－Ｄ－

Ｂ，它并不经过结点 v，矛盾。 

以上证明说明Ｇ的割点不可能同时是  的割点。 

 

3. 对于第一个图：(G)=4, (G)=4. 

       对于第二个图：(G)=３, (G)=３. 
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