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第一章 多项式

Exercise 1.1. 判断 x4 −8x3 +24x2 −32x +21在Q中是否可约？

Solution. 令 x = y +1,则有:

x4 −8x3 +24x2 −32x +21 = (y +1)4 −8(y +1)3 +24(y +1)2 −32(y +1)+21

= y4 −4y3 +6y2 −8y +4,

取 p = 2，则由 Eisenstein判别法可知，原式在Q[x]中不可约.

Exercise 1.2. 对于 0 ̸= f (x) ∈Z[x],用 c( f )表示全体系数的正的最⼤公因⼦，称为 f 的容度.

(1). 对 0 ̸= a ∈Z，证明：c(a f ) = |a|c( f ).

(2). 证明：c( f g ) = c( f )c(g ).

proof. (1). 记 f (x) = an xn + ...+a0,同时记 c1 = c( f ),则由定义有 c1

∣∣ai ,从⽽有 |a|c1

∣∣|a|ai ,故 |a|c1为 |a| f 的
系数的公因⼦.

设 ∀c2为 |a|ai 的公因⼦，那么
c2

|a| 为 ai 的公因⼦，即有
c2

|a|
∣∣c1，从⽽有 c2

∣∣|a|c1,故可知 |a|c1为 |a| f 的
最⼤公因⼦,即 c(a f ) = |a|c( f ).

(2). 不妨设 f (x) = an xn + ...+a0, g (x) = bm xm + ...+b0.

同时记 f (x)g (x) = cm+n xn + ...+ c0,其中 ck =∑k
i=0 ai bk−i .

记 s = c( f ), t = c(g )则有 (a0, a1, ..., an) = s,(b0,b1, ...,bm) = t ,即 s
∣∣ai , t

∣∣b j ,

从⽽有 st
∣∣ai b j ⇒ st

∣∣ck ,故 st 为 ck 的公因⼦.

不妨记 ck = (st )λk ,其中 (st ,λk ) = 1.

设 ∀r 为 c0,c1, ...cm+n 的公因⼦，那么有 r
∣∣ck , k = 0,1, ...,m +n,即 r

∣∣λk (st ), ∀k = 0,1, ...,m +n.

故由 k的任意性，可知 r
∣∣st .

再由 r 的任意性可知，st 为最⼤公因⼦.
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第二章 相似标准型

Exercise 2.1. 证明：O4×4, N4,

(
N3

N1

)
,

(
N2

N2

)
,


N2

N1

N1

两两不相似.

proof. r ank(O4×4) = 0, r ank (N4) = 3, r ank

(
N3

N1

)
= 2, r ank

(
N2

N2

)
= 2, r ank


N2

N1

N1

 = 1,

所以可知,O4×4, N4,


N2

N1

N1

与其他矩阵均两两不相似.

⽽又因为相似矩阵有相同的最⼩多项式，且

(
N2

N2

)2

= 0,

(
N3

N1

)3

= 0,

故五个矩阵两两不相似.

Exercise 2.2. 将正整数 n分拆为m个不超过 p的正整数之和，且分拆项中⾄少有⼀项是 p.当 n较小时，

给定 (n,m, p)后，对应的分拆⽅式是唯⼀的，如：(5,3,3)对应了 5 = 3+1+1.

请给出最小的 n,使得给定 (n,m, p)后，对应的分拆⽅式不唯⼀.

proof. 当 n = 6时，有如下的分拆：

* m=1, (6,1,6) 6=6;

* m=2, (6,2,3) 6=3+3; (6,2,4) 6=2+4; (6,2,5) 6=1+5;

* m=3, (6,3,2) 6=2+2+2; (6,3,3) 6=1+2+3; (6,3,4) 6=1+1+4;

注意到 n = 7,m = 3, p = 3时，7 = 1+3+3 = 2+2+3,此时分拆不唯⼀.

因此当 n ≥ 7时,给定 (n,m, p)后，对应的分拆⽅式不唯⼀.

Exercise 2.3. 设 σ ∈ L(V ), f (x) ∈ F [x].证明：Im f (x),Ker f (x)为 σ的不变⼦空间.

proof. 我们先证明 Im f (x)为 σ的不变⼦空间.

对于 ∀α⃗ ∈ Im f (x), ∃β⃗ ∈V ,使得 α⃗= f (σ)β⃗.从⽽有 σ(α⃗) =σ( f (σ)β⃗) = f (σ)σ(β⃗) ∈ Im f (x).
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由 ∀α⃗ ∈ Im f (x),σ(α⃗) ∈ Im f (x),可知 Im f (x)为 σ的不变⼦空间.

接下来我们证明 Ker f (x)为 σ的不变⼦空间.

对于 ∀α⃗ ∈ Ker f (x),则有 f (σ)α⃗= 0⃗.从⽽有 f (σ)σ(α⃗) =σ( f (σ)α⃗) =σ(⃗0) = 0⃗.

从⽽有 σ(α⃗) ∈ Ker f (x),即 Ker f (x)为 σ的不变⼦空间.

Exercise 2.4. 设 σ,τ ∈ L(V ),若 σ和 τ可交换，即 στ= τσ.证明：Im τ,Ker τ均为 σ的不变⼦空间.

proof. 对于 ∀α⃗ ∈ Imτ, ∃β⃗ ∈V ,使得 α⃗= τ(β⃗).从⽽有 σ(α⃗) =σ(τ(β⃗)) = τ(σ(β⃗)) ∈ Im τ.

故 Im τ为 σ的不变⼦空间.

对于 ∀α⃗ ∈ Ker τ,则有 τ(α⃗) = 0⃗.从⽽有 τ(σ(α⃗)) =σ(τ(α⃗)) =σ(⃗0) = 0⃗.

从⽽有 σ(α⃗) ∈ Ker τ,即 Ker τ为 σ的不变⼦空间.

Exercise 2.5. 设 σ为 V 上线性变换，W 与U 均为 V 中的 σ−不变⼦空间，且有

V =W ⊕U .

请讨论诱导变换 σ̄ : V /W →V /W 与限制变换 σ|U : U →U 之间的相同与不同之处.

Answer. 以下是简要的说明：

- 相同之处：空间的维数相同，即 dim V /W = dim U，则V /W 与U 同构; 诱导变换和限制变换在各⾃基

下对应的矩阵是相同的;取W = 0时，V /W 和U 等价.

- 不同之处：诱导变换作⽤的对象是同余类 α⃗+W ,作⽤空间是商空间 V /W；限制变换作⽤的对象是向

量 α ∈U ,作⽤空间是不变⼦空间U .

Exercise 2.6. 设 σ ∈ L(V ),λ1,λ2, ...,λs ,为互异的特征值，取 a⃗i ∈Uλi
, i = 1,2, ..., s.

证明：{a⃗1, a⃗2, ..., a⃗s}是线性⽆关的.

proof. (反证法)

设 a⃗1, a⃗2, ..., a⃗s线性相关，且其极⼤线性⽆关组为 a⃗1, a⃗2, ..., a⃗r ,其中 1 ≤ r ≤ s−1,则必有 a⃗1, a⃗2, ..., a⃗r , a⃗r+1

线性相关.

故存在不全为零的 k1,k2, ...,kr ,kr+1,使得

k1α⃗1 +k2α⃗2 + ...+kr α⃗r +kr+1α⃗r+1 = 0.

在两边同时作⽤ (σ−λr+1ε)mr+1 之后,则有

k1(σ−λr+1ε)mr+1α⃗1 +k2(σ−λr+1ε)mr+1α⃗2 + ...+kr (σ−λr+1ε)mr+1α⃗r = 0.

由于 (σ−λr+1ε)mr+1α⃗i ∈Uλi
,且 α⃗i ∈Uλi

,从⽽有 (σ−λr+1ε)mr+1

∣∣∣
Uλi

可逆.
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即有

k1α⃗1 +k2α⃗2 + ...+kr α⃗r = 0.

从⽽有 kr+1α⃗r+1 = 0.

又由于 a⃗1, a⃗2, ..., a⃗r 为极⼤线性⽆关组，则有 k1 = k2 = ... = kr = 0.

又由于 α⃗r+1 ̸= 0⃗,从⽽有 kr+1 = 0,即有

k1 = k2 = ... = kr = kr+1 = 0.

⽭盾！从⽽有 {a⃗1, a⃗2, ..., a⃗s}是线性⽆关的.

Exercise 2.7. 设σ ∈ L(V )是次数为 l的幂零变换，p为满⾜ r (σp ) = r (σp+1)的最小正整数，ti = dimKer(σi ), i =
1,2, ..., l .证明：p = l ,且有 n > r (σ) > ... > r (σp−1) > r (σp ) = 0

0 < t1 < t2 < ... < tp−1 < tp = n
.

proof. 由于 σ是次数为 l 的幂零变换，故有 σl−1 ̸= 0, σl = 0.

又由于 p为满⾜ r (σp ) = r (σp+1)的最⼩正整数，从⽽有 p ≤ l .

不妨设 p < l，那么则有 r (σp ) ≥ 1,从⽽ 1 ≤ r (σp ) = r (σp+1) = ... = r (σl ) = 0,⽭盾！因此有 p = l .

由于 σi+1α⃗=σ(σi α⃗),那么则有 Im σi+1 ⊆σi , i = 0,1, ..., l −1.

又因为 dim(Im σi ) = r (σi ),即有 r (σi ) ≥ r (σi+1),⽽ p为满⾜ r (σp ) = r (σp+1)的最⼩正整数，从⽽有

n > r (σ) > ... > r (σp−1) > r (σp ) = 0,

另⼀⽅⾯，因为 ti = n −dim(Im σi ),故有

0 < t1 < t2 < ... < tp−1 < tp = n.

Exercise 2.8. 设⼦空间U ,W 满⾜U ⊆W：.试分析⼦空间相减W −U 与⼦空间直和减W ⊖U 的区别.

并说明在引理 1的证明中，为什么在W = Kerσk ⊖Kerσk−1过程中，可以选取⼀组线性⽆关的⾼度为

k的向量 a⃗1, a⃗2, ..., a⃗ck
.

proof. ⾸先根据定义则有：

W −U = {
a −b | a ∈W, b ∈U

}
,

W ⊖U = {
c |存在唯⼀的 a ∈W, b ∈U , 使得 c = a −b

}
易知：W ⊖U ⊆W −U .

不妨记 Ker σk =W ⊕Ker σk−1.

取 Ker σk−1的⼀组基 β⃗1, β⃗2, ..., β⃗ck−1
.将其扩充为 Ker σk 的⼀组基 α⃗1, α⃗2, ..., α⃗ck

, β⃗1, β⃗2, ..., β⃗ck−1
.

那么由直和减的定义,α⃗1, α⃗2, ..., α⃗ck
为W 的⼀组基，则 α⃗1, α⃗2, ..., α⃗ck

线性⽆关.
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由于 α⃗i ∉ Ker σk−1,则有 σk−1(α⃗i ) ̸= 0.又因为 α⃗i ∉ Ker σk ,则有 σk (α⃗i ) ̸= 0.

故可以选取⼀组线性⽆关的⾼度为 k的向量 a⃗1, a⃗2, ..., a⃗ck
.

Exercise 2.9. 对幂零变换的正向搜索法的⼀般步骤中，证明以下结论成立：

1. 在 Step2中选取的 pdp 个根向量与 Step3中选取的 (p −1)dp−1个根向量组成的向量组仍线性⽆关.

2. 最终通过正向搜索法得到的 n个根向量仍线性⽆关.

proof. (1)不妨假设存在不全为 0的 ki j ,使得

dp∑
i=0

p−1∑
j=0

ki jσ
j x⃗p

(i ) +
dp+dp−1∑
i=dp+1

p−2∑
j=0

ki jσ
j ⃗xp−1

(i ) = 0⃗.

在两边同时作⽤ σp−1之后有 σp−1 ∑dp

i=1 ki 0x⃗p
(i ) = 0⃗,即有

∑dp

i=1 ki 0x⃗p
(i ) = 0⃗ ∈ Ker σp−1.

又因为 x⃗p
(i ) ∈ Ker σp ⊖Ker σp−1,故可知 ki 0 = 0, i = 1,2, ...,dp .

在两边同时作⽤ σp−2之后有

σp−2
( dp∑

i=1

ki 1σx⃗p
(i ))+σp−2

(dp+dp−1∑
i=dp+1

ki 0 ⃗xp−1
(i ))= 0⃗.

即有
dp∑

i=1

ki 1σx⃗p
(i ) +

dp+dp−1∑
i=dp+1

ki 0 ⃗xp−1
(i ) ∈ Ker σp−2,

又因为 σx⃗p
(i ) ∈ Ker σp−1 ⊖Ker σp−2,故 ⃗xp−1

(i ) ∈ Ker σp−1 ⊖Ker σp−2 ⊖L(σx⃗p ),从⽽有

ki 1 = 0, i = 1,2, ...,dp , ki 0 = 0, i = dp +1,dp +2, ...,dp +dp−1.

依次作⽤ σp−3,σp−4, ...,σ之后可得

ki j = 0, i = 1,2, ...,dp , j = 1,2, ..., p.

ki j = 0, i = dp +1,dp +2, ...,dp +dp−1, j = 1,2, ..., p −1.

⽭盾！从⽽有在 Step2中选取的 pdp 个根向量与 Step3中选取的 (p −1)dp−1个根向量组成的向量组

仍线性⽆关.

(2)类似 Step2、Step3，分别作⽤之后可得最终通过正向搜索法得到的 n个根向量仍线性⽆关.

Exercise 2.10. 用正向搜索法重新计算习题九 15题中的 (1)(4)小题.

Solution. (1) A =


3 0 8

3 −1 6

−2 0 −5

.

Step1. 求解特征多项式.

特征多项式为 f (λ) = |λI − A| = (λ+1)3,故特征值为 λ=−1, n = 3.
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Step2. A+ I =


4 0 8

3 0 6

−2 0 −4

→


1 0 2

0 0 0

0 0 0

, r (A+ I ) = 1, N (A+ I ) = {
k1


2

0

−1

+k2


0

1

0

∣∣ k1,k2 ∈ F
}
.

(A+ I )2 = 0, t1 = 3− r (A+ I ) = 2.

Step3.

d (1)
1 = r (A+ I )0 + r (A+ I )2 −2r (A+ I )1 = 1,

d (1)
2 = r (A+ I )1 + r (A+ I )3 −2r (A+ I )2 = 1,

在 N (A+ I )2 ⊖N (A+ I )中选取 x⃗2
(1) =


1

0

2

,从⽽有 x⃗1
(1) = (A+ I )x⃗2

(1) = 5


4

3

−2

 ,

在 N (A+ I )⊖L(x⃗1
(1))中选取 x⃗1

(2) =


0

1

0

.

Step4.令 P = (x⃗2
(1), x⃗1

(1), x⃗1
(2)),从⽽有

P−1 AP = J =


−1

1 −1

−1

 .

(2) A =


1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

.

Step1. 求解特征多项式.

特征多项式为 f (λ) = |λI − A| = (λ−1)4,故特征值为 λ= 1, n = 4.

Step2. A− I =


0 2 3 4

0 0 2 3

0 0 0 2

0 0 0 0

, r (A− I ) = 3, N (A− I ) = {
k


1

0

0

0


∣∣ k ∈ F

}
.

(A− I )2 =


0 0 4 12

0 0 0 4

0 0 0 0

0 0 0 0

, r (A− I )2 = 2, N (A− I )2 = {
k1


1

0

0

0

+k2


0

1

0

0


∣∣ k1,k2 ∈ F

}
.

(A− I )3 =


0 0 0 8

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

, r (A− I )3 = 1, N (A− I )3 = {
k1


1

0

0

0

+k2


0

1

0

0

+k3


0

0

1

0


∣∣ k1,k2,k3 ∈ F

}
.

(A− I )4 = 0.
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Step3.

d1 = r (A− I )0 + r (A− I )2 −2r (A− I )1 = 0,

d2 = r (A− I )1 + r (A− I )3 −2r (A− I )2 = 0,

d3 = r (A− I )2 + r (A− I )4 −2r (A− I )3 = 0,

d4 = r (A− I )3 + r (A− I )5 −2r (A− I )4 = 1,

在 N (A− I )4 ⊖N (A− I )3中选取 x⃗4
(1) =


0

0

0

1

,

从⽽有 x⃗3
(1) = (A− I )x⃗4

(1) =


4

3

2

0

 , x⃗2
(1) = (A− I )x⃗3

(1) =


12

4

0

0

 , x⃗1
(1) = (A− I )x⃗2

(1) =


8

0

0

0

 .

Step4.令 P = (x⃗4
(1), x⃗3

(1), x⃗2
(1), x⃗1

(1)) =


0 4 12 8

0 3 4 0

0 2 0 0

1 0 0 0

,从⽽有

P−1 AP = J =


1

1 1

1 1

1 1

 .

Exercise 2.11. 用正向搜索法重新计算下述矩阵的约当标准型 J 和可逆矩阵 P.

1. 例题 9.10与例题 9.12

2. 例题 9.11与例题 9.13

Solution. (1) A =


3 0 2 −1

0 3 −2 2

0 0 3 0

0 0 0 3

.

Step1. 求解特征多项式.

特征多项式为 f (λ) = |λI − A| = (λ−3)4,故特征值为 λ= 3, n = 4.

Step2. A−3I =


0 0 2 −1

0 0 −2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

,
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r (A−3I ) = 2, N (A−3I ) = {
k1


1

0

0

0

+k2


0

1

0

0


∣∣ k1,k2 ∈ F

}
.

(A−3I )2 = 0.

Step3.

d1 = r (A−3I )0 + r (A−3I )2 −2r (A−3I )1 = 0,

d2 = r (A−3I )1 + r (A−3I )3 −2r (A−3I )2 = 2,

在 N (A−3I )2 ⊖N (A−3I )1中选取 x⃗2
(1) =


0

0

1

0

 , x⃗2
(2) =


0

0

0

1

,

从⽽有 x⃗1
(1) = (A−3I )x⃗2

(1) =


2

−2

0

0

 , x⃗1
(2) = (A−3I )x⃗2

(2) =


−1

2

0

0

.

Step4.令 P = (x⃗2
(1), x⃗1

(1), x⃗2
(2), x⃗1

(2)) =


0 2 0 −1

0 −2 0 2

1 0 0 0

0 0 1 0

,从⽽有

P−1 AP = J =


3

1 3

3

1 3

 .

(2) A =



1 2 2

2 1 2

2 2 1

5 0

2 5


.

特征多项式为 f (λ) = |λI − A| = (λ+1)2(λ−5)3,故特征值为 λ1 =−1, n1 = 2; λ2 = 5, n2 = 3.

(i) λ1 =−1, n1 = 2.
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A+ I =



2 2 2

2 2 2

2 2 2

6 0

2 6


, r (A+ I ) = 3, N (A+ I ) = {

k1



−1

1

0

0

0


+k2



1

−1

0

0

0


∣∣ k1,k2 ∈ F

}
.

由计算可得 r (A+ I )2 = r (A+ I )3 = 3,从⽽有

d (1)
1 = r (A+ I )0 + r (A+ I )2 −2r (A+ I )1 = 2,

在 N (A+ I )中选取 x⃗1
(1) =



1

0

−1

0

0


, x⃗1

(2) =



1

−1

0

0

0


.

(ii) λ2 = 5, n2 = 3.

A−5I =



−4 2 2

2 −4 2

2 2 −4

0 0

2 0


, r (A−5I ) = 3, N (A−5I ) = {

k1



1

1

1

0

0


+k2



0

0

0

0

1


∣∣ k1,k2 ∈ F

}
.

(A−5I )2 =



24 −12 −12

−12 24 −12

−12 −12 24

0 0

0 0


, r (A−5I )2 = 2, N (A−5I )2 = {

k1



1

1

1

0

0


+k2



0

0

0

0

1


+k3



0

0

0

1

0


∣∣k1,k2,k3 ∈ F

}
.

(A−5I )3 =



−144 72 72

72 −144 72

72 72 −144

0 0

0 0


, r (A−5I )3 = 2.

d1 = r (A−5I )0 + r (A−5I )2 −2r (A−5I )1 = 1,

d2 = r (A−5I )1 + r (A−5I )3 −2r (A−5I )2 = 1.

在 N (A−5I )2 ⊖N (A−5I )1中选取 x⃗2
(3) =



0

0

0

1

0


,从⽽有 x⃗1

(3) = (A−5I )x⃗2
(3) =



0

0

0

0

2


.
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在 N (A−5I )⊖L(x⃗1
(3))中选取 x⃗1

(4) =



1

1

1

0

0


.

令 P = (x⃗1
(1), x⃗1

(2), x⃗2
(3), x⃗1

(3), x⃗1
(4)) =



1 0 0 0 1

0 −1 0 0 1

−1 0 0 0 1

0 0 1 0 0

0 0 0 2 0


,从⽽有

P−1 AP = J =



−1

−1

5

1 5

5


.
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第三章 欧氏空间、酉空间与矩阵变换

Exercise 3.1. 以下哪个⼆维矩阵变换可以将⼆维向量 (0,1)映射为更低维数的向量:

A.

(
1 0

−1 0

)
B.

(
0 1

−1 0

)
C.

(
0 −1

−1 1

)
D.

(
2 −1

1 0

)
Answer. A

Exercise 3.2. 以下哪个⼆维矩阵变换可以将⼆维向量映射它在 x轴上的投影:

A.

(
1 0

−1 0

)
B.

(
1 0

0 0

)
C.

(
0 −1

0 1

)
D.

(
0 0

1 0

)
Answer. B

Exercise 3.3. 以下哪种变换不是矩阵变换？

A. 旋转变换 B. 平移变换 C. 对称变换 D. 投影变换

Answer. B

Exercise 3.4. 求下列矩阵变换的变换矩阵：

1. R2中关于直线 3x −4y = 0对称的矩阵变换.

2. R2中关于直线 3x +4y = 0正交投影的矩阵变换.

3. R2中先绕原点逆时针旋转 60◦的矩阵变换.

4. R3中关于平面 x +2y −2z = 0正交投影的矩阵变换.

Solution. 答案如下：

1. R2中关于直线 3x −4y = 0对称的矩阵变换为

(
7

25
24
25

24
25 − 7

25

)
.

2. R2中关于直线 3x +4y = 0正交投影的矩阵变换为

(
16
25 − 12

25

− 12
25

9
25

)
.

3. R2中先绕原点逆时针旋转 60◦的矩阵变换为

(
1
2 −

p
3

2p
3

2
1
2

)
.

4. R3中关于平⾯ x +2y −2z = 0正交投影的矩阵变换为


8
9

2
9

2
9

− 2
9

5
9

4
9

2
9

4
9

5
9

.
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Exercise 3.5. R3中矩阵变换


p

3
2 0 − 1

2

0 1 0
1
2 0

p
3

2

的作用效果是什么?

Solution. 绕着 e⃗2⽅向顺时针旋转 30◦.

Exercise 3.6. 对下列说法判断正误:

1. 中⼼对称变换是线性变换.

2. 线反射变换矩阵的⾏列式为 1.

3. 旋转变换是正交变换.

Answer. 答案与说明：

1. ×. 以原点为中⼼的中⼼对称变换为线性变换,否则不成⽴.

2. ×. 线反射变换矩阵的⾏列式为 −1.

3.
p

.

Exercise 3.7. 设 n⃗ =


1

2

2

, Rπ是 R3中对 π的面反射变换矩阵，其中 n⃗是 π的法向量.

记 R233
π


−9

−9

−9

=


c

d

e

.求 c,d ,e的值.

Solution. 由 n⃗ =


1

2

2

,可知 π⾯的⾯反射变换矩阵为

Rπ = I −2n⃗n⃗T =


7
9 − 4

9 − 4
9

− 4
9

1
9 − 8

9

− 4
9 − 8

9
1
9

 ,

从⽽ R233
π


−9

−9

−9

= Rπ


−9

−9

−9

=


1

11

11

 c = 1, d = 11, e = 11.
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Exercise 3.8. 设 n⃗ =


2∗
∗2

1∗∗

, Rπ是 R3中对 π的面反射变换矩阵，其中 n⃗是 π的法向量，但是法向量 n⃗已

经模糊辨认不清.

记 R1000
π


1

2

3

=


c

d

e

.求 c,d ,e的值.

Solution. 由于 R1000
π


1

2

3

= I ·


1

2

3

=


1

2

3

,因此 c = 1, d = 2, e = 3.

Exercise 3.9. 证明：两个对称变换之和仍是对称变换，实数和对称变换的积也是对称变换.

请问：两个对称变换的复合是否为对称变换？证明或举反例.

proof. 设对称变换为 (
σ1(α⃗), β⃗

)= (
α⃗,σ1(β⃗)

)
,(

σ2(α⃗), β⃗
)= (

α⃗,σ2(β⃗)
)
,

那么则有 (
(σ1 +σ2)(α⃗), β⃗

)= (
σ1(α⃗)+σ2(α⃗), β⃗)

= (
σ1(α⃗), β⃗

)+ (
σ2(α⃗), β⃗

)
= (

α⃗,σ1(β⃗)
)+ (

α⃗,σ2(β⃗)
)

= (
α⃗, (σ1 +σ2)(β⃗)

)
,

从⽽可知对称变换之和也为对称变换.

另⼀⽅⾯，因为 (
λσ1(α⃗), β⃗

)=λ
(
σ1(α⃗), β⃗

)
=λ

(
α⃗,σ1(β⃗)

)
= (

α⃗,λσ1(β⃗)
)
,

从⽽可知实数与对称变换之积也为对称变换.

需要注意的是，两个对称变换的复合不⼀定为对称变换.我们给出反例：
1 1

1

1 1




1 −1

1

−1 1

=
(

0

∗

)
.

Exercise 3.10. 在 R2中规定线性变换 σ为 ∀α=
(

x1

x2

)
∈R2, σα=σ

(
x1

x2

)
=

(
x1 +x2

x1 +2x2

)
.

证明: σ是对称变换.
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proof. 对于 ∀α⃗=
(

x1

y1

)
, ∀β⃗=

(
x2

y2

)
,那么则有

(
σ(α⃗), β⃗

)= (
x1 + y1

x1 +2y1

)T (
x2

y2

)

= x1x2 +x2 y1 +x1 y2 +2y1 y2

=
(

x1

y1

)T (
x2 + y2

x2 +2y2

)

= (
α⃗,σ(β⃗)

)
故可知 σ为对称变换.
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